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RENDICONTI. 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DEES EU Er | 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 
pervenute all Accadenua durante le ferie del 1938 (Anno XV1) 


(Ogni Memoria e Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo) 


Matematica. — /roprieta adifferenziale caratteristica det 
cont provettanti le varieta che rappresentano la totalita delle 
guadriche di uno spazio lineare. Nota di M. VitLua, presen- 
tata“ dal Corrisp.. E. Bomprant. 


1. La ricerca delle varieta Vz, a k dimensioni, che posseggono oo® 
« E, di y,,;» @, a cui sono dedicati alcuni~ miei lavori recenti, viene 
esaurita, in modo suggestivo, per tutti 1 possibili valori di k e di 3 e nel- 
Yipotesi che V; soddisfi al numero minimo di equazioni di Laplace (lin. 
-indip.), dal teorema seguente : 

L’unica Vi, che possiede o0® E, di y1,; (k >1;2k—1 =d8=3k — 3), 
e che soddisfa al minimo numero di equaziont di Laplace (lin. indip.) compa- 


(1) Nella seduta del 3 giugno 1938. 

(2) Com’é ben noto una curva di una varieta Vz chiamasi, con BoMPIANI, quasi- 
asintotica y, , quando I'S, tangente a Vz in un punto generico della curva e I’S; ivi 
osculatore alla curva stanno in un Sy++r (in particolare quando I’S, & indeterminato, cioe 
quando la curva é piana).. Si chiama poi brevemente «E, di y, ,» un elemento del 
2° ordine (cioé punto, tangente e piano osculatore) di curva di Vk che ha, nel punto, 
carattere di curva quasi-asintotica y, , ossia un E, contenuto in E3 il cui S3 osculatore 
sta in Sp+4x coll’S; tangente nel punto alla Vi (oppure é indeterminato). 

Se sopra una Vz si hanno cot curve (d=>2k— 2), per un punto e tangente generici 
ve ne sono cof—2k+2; se si hanno ood E, appartenenti a curve di Vi (8=>2k—1), ve 
ne sono ood—2k+1 aventi in comune il punto e la tangente, genericamente prefissati. 


tibile con tale ipotesi, 6 il cono dell’ Sc bb GEES Ha) Se che protetta 


phe ie: bj vp p ; 
da un Ss—ax la-V5y = di Sc) b= b= GI .—8 4 2) rappresentante le quadriche 


di OF jee Sas 
Shae varieta Si indishera con CP— 
ato gia noto del Bompiani 


k 
sulla V, di S +3) rappresentante le quadriche di S,, che servira di base 


nella dimostr: ous) 
Per 3 massimo, 6 = 3 pa Boy coh a una proprieta differenziale carat- 


teristica dei coni di Veronese che, ulteriormente completata, costituisce un 
teorema a cui ero gid pervenuto® e che viene riesposto nel n. 9. 
Il teorema, per 5 >>2k—1, assegna una proprieta differenziale carat- 


nit . . 
teristica per i coni che proiettano la V;, , che rappresenta le quadriche di Sy, 


da uno spazio lineare (sghembo con I’S, (453) ambiente della V;), che si 


> 


ott 
puo interpretare anche come una nuova proprieta della V,  stessa. 


S’avvertir’ che il cono C2~** é@ caratterizzato solo dalla dimensione 
del sistema degli E, di y,,, che esso possiede (oltre che dalla dimensione 
del sistema delle equazioni di Laplace a cui soddisfa) e che & algebrico, 
mentre le proprieta suddette non lasciavano certo prevedere l’algebricita 
della soluzione. 


(1) Il teorema di Bompiani afferma: Se una V; non soddisfa ad equazioni di Laplace 


; : 2 eda 
(ha cioé S(2) osculatore regolare) e possiede co2k—2 y, ; © necessariamente la Vy di 
Sk(k +3) rappresentante le quadriche di S, (Bomptani, Proprieta differenziali caratteristiche 


di enti algebrici. « Memorie dell’Accademia dei Lincei», vol. XIII, ser. 5°, 1922, p. 474). 
Per k= 2 si ha la superficie di Veronese (BompPianl, Proprieta differenziale caratteristica delle 
superficie che rappresentano la totalita delle curve piane algebriche di dato ordine. Questi 
« Rendiconti», vol. XXX, ser. 5, 1921, p. 248). 

Ma il ragionamento fatto dal Bomprant nella Memoria citata, dimostra anche il teorema 
del testo per 8 = 2k—1, cioé che: la ve di Sk(k + 3), rappresentante le quadriche di Sr, 


2 


é pure l’unica Vz che non soddisfa ad equazioni di Laplace e possiede 002k—1 E, di Nea 
Infatti, come si deduce dalle condizioni del n. 5, se una Vz possiede co2#*—1E, di abe 
questi sono ordinabili in curve y, | ;: Con Bomprant (Mem. cit., pp. 468-469) si dimostra 
poi che queste y, ; sono piane (i loro piani sono i piani degli oo2#—1 E, di Y,,;)> da cui 
segue senz’altro che esse non dipendono da funzioni arbitrarie. Le Yr,; Sono quindi Oo2zk—2 
e€ ci si riconduce alla dimostrazione del Bompiani. 

(2) M. Vita, Proprieta differenziale dei coni di Veronese. Questi « Rendiconti», vol. XXV, 
ser. 64, 1937, p. 691. In questa Nota va letto «E> di Y;,;” in luogo di «curve ire 
dipendendo le y, ; della Vi (per k > 2) da funzioni arbitrarie (e non soltanto da un numero 
finito di parametri), 


Pie emir ee eT YO TL Nee be So Vee we an” 
hh Saar 2 anc aati sai Pee : { es 


Gli 'E, di y:,, di C2?7** (2k —1 = 8 = 3 k —3), come si vedra nel 
numero seguente, sono ordinabili in curve y,,, e queste quando 
sono oo?!—?, mentre se } >>2k —1 dipendono da 8— 2k + 1 funzioni 
arbitrarie (quant’é la dimensione del sistema degli E, di y,,,; aventi in 
comune il punto e la tangente). Dal teorema precedente segue quindi che 


(4k—d—1)(d—2k+2) 


2 


a 


di Laplace lin. indip. (n. 6), se d>>2k—2, non pud possedere cot y¥,,, 
esatlamente. 

Aggiungero, a questo proposito, che, come risulta dal n. 4, non si 
conoscono Vx che posseggono coty,,, (d >>2k— 2) senza che le y,,, della Vi 
dipendano addirittura da funzioni ier Sarebbe percid assai interessante 
trovare una V; che possegga cof y,,,(d>>2k —2) esattamente oppure 
dimostrare che una V; siffatta non esiste. E per k< 5 ho gia potuto 
dimostrare che effettivamente una tale V; non esiste. 


una V;, che soddisfi esattamente a equazioni 


2. Per 3 = 2k —1, le curve y,,, della V; ‘(= Cs ") sono le oo2#—? 
coniche di essa, immagini delle rette di S, &. Gli co?#—'E, di y,,, sono 
gli E, di queste coniche: l’E, di y,,, relativo ad un punto P e tangente ¢ 
& cioé quello costituito da. P, dalla t e dal piano della conica che passa 
per P ed é@ tangente ivi a ?. 

Per 8 >>2k—1, come st é¢ preannunciato, le y,,, di (irre: dipendono 

‘ invece da 8 —2k+ 1 funzioni arbitrarie. Si ha ince 

Le curve y,,; di ees (8 >2k—1r) sono tutte e sole le curve tracciate 

sopra i coni quadrici (di vertice Ss_.,) situati su Cp—* 


: : —2k + : 
Infatti proiettando ee dal suo Sg—., singolare sopra un 


3k—s—1 
Sgi=b—) G84) (sghembo con l’Ss_.;) si ottiene una Ve che 


: Sa hee 
rappresenta le quadriche a Seon cmnicoome nan ye dk Gy si 
—d-—1 


proietta in una y,,; di ies eae , cioe in una conica di essa, y;,,; appar- 


3 

terra ad un cono Vj—.2:42- 
E inversamente: ogni curva tracciata sopra Vs—214+2 © Yr,; per 

Goa  laveroul Ss 3,4 -a cui appattiene" V5, ,23° (che ‘contiene I'S, 
osculatore di qualunque curva di Vs—.,+2) e 1S; tangente, in un punto P 
Ub eee eee | C>—*" stanno in un S:41 avendo in comune 1’S3_.,4, 

tangente an “P.a~V534:4. 

© Seoue che: gl E, di yi,, di C77" (8>>2 ad 
punto P e tangente t sono costituiti, oltre che da P e dalla t, dagl oo®~?! +" 
piani, per t, che appartengono all’ Ss_—.4 43 ambiente del cono quadrico, situato 


Ce! ¢ ai vertice S3— 14, che passa per P ed é tangente tvi alla t 


(1) Bomprant, la Memoria citata, p. 474. 


=” 
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, cs : 6— 2k F 
OssERVAZIONE. — Se consideriamo sopra C, (8 >2k—1) un si- 


stema © (dipendente da un numero finito di parametri) di curve che siano 
y:,; per C?~°", siccome gli E, di y,,, di C?—*" sono oo®, i piani oscu- 
latori in un punto P alle curve di 2, che passano per P e hanno ivi una 
data tangente, sono al pil: co? ~?'+1, qualunque sia la dimensione di &. 


3. Se, sopra una Vz, un sistema & di curve € co!, cioé se vi sono 
oo'—2('=") curve di Z per ogni punto P e tangente ¢ [/=>2(k—1)], 
avviene, in generale, che i piani osculatori in P alle curve di & passanti 
per P e aventi ivi la tangente ¢ sono appunto oo’—?—, Conyerremo 
di chiamare regolare il sistema & quando, per P e ¢ generici, 1 suddetti 
piani osculatori sono proprio co!~?“—, e non meno. 

Cio posto, si ha: 

La C®?—?* é Punica Vi che possiede.un sistema regolare co®—* di yyx,; 
(e non un sistema analogo oo®) e che soddisfa al minimo numero di equazioni 
di Laplace (lin. indip.) compatibile con tale ipoteir (kR>>1,;2k—2= 
=§—1=—3k—4). 

Se Vi possiede un sistema regolare co®—' di y,;,; possiede infatti 
oof FE, diy, € quindi per il teorema del nor e1la Cope Ore 


non puo poi possedere un sistema regolare co® di y,,, perche gli E, di 


¥:,; di C?~?* sarebbero co® +! mentre sono esattamente oo? . 

Si ha pot: 

Sopra C?—*", un sistema regolare di y,,, di dimensione massima, 8 —1, 
(unico se 8 = 2k—1) é quello formato dalle coniche. 

Sopra ogni cono Vs—.; +42 (n. 2) vi sono co} (®—2* +) coniche (quanti 
sono i ‘piani di Sg_.,4,).e i coni V3—3,4. sond co? G*—®=») Je ‘coniche 
di Cent sono quindi appunto co®—', 

OssERVAZIONE. — Anche per 5 >> 2k 


1, SOmle pray pér dieeoeie ee, 


> 


0 >>2k—1, contrariamente a quanto avviene per 6 = 2k —1, gli E, di 


gliico% hr, dirty, > di Co? * one gli E, delle coniche di essa, ma, per 


5 o— 2k : 5 5 . = us soe 
Y, pl, Si possono ordinare in curve y,,,; anche in altri infiniti 
modi (dipendenti da $— 2k + 1 funzioni arbitrarie). 


b—2k ° cee P ' ae 
Ae Lee, offrono, per tutti 1 valori di 8, cioé per 


2k 


1=3 = 3k — 3), 


(t) & & sempre regolare quand’eé definito da proprieta differenziali del 3° ordine 
(come accade per le y, ,). Infatti allora gli E, delle curve di © aventi in un punto una 
tangente assegnata sono appunto oo!—2(k—1), Ne poi senz’altro regolare se 1 = 2 (k—1). 

(2) Le Vz dell’Se 41, ed esse sole (come si deduce dalle condizioni del n. 5), pos- 
seggono cosk—2E, di y, ,. Tutte le curve di una tale Vr sono Y:,3 Per essa. 


un esempio di Vi(k>>1) che possiede cod E, di y,,, |P unico, se Vi 


(4k — 8) (8—2k +1) 
2 


soddisfa esattamente a 


equazioni di Laplace, lin. 
indip. (n. 6) |]. 


Per valutare meglio l’interesse di questo contributo esporro qui gli altri 
risultati noti sull’argomento, che verranno poi seguiti da una « Osservazione». 

Le uniche V; che posseggono oc}'—3E, di y,,, (8 = 3 k— 3) sono, 
oltre ai coni C;~°* di Veronese, le V; dell’S, +2 (che non siano sviluppa- 
bili ordinarie). V, dotate di co?" E, di y,,,; (8 = 2h) sono le V; di Segre 
(varieta delle coppie di punti di due spazi S,,S,; p,g>>0,p+tq=hk)®, 
mentre le V; sezioni iperpiane delle V,,, di Segre posseggono oo?#—"E, 
di y:,;- Ve che posseggono o03'—+E, di y,,,;(8 = 3 k—4,k>>2) sono 
invece le varieta @;, situate sopra i coni di Veronese, che ho considerate 
in una mia Nota recente 6). 

In un lavoro di prossima pubblicazione nelle « Memorie » di questa 
Accademia ho poi dimostrato, fra l’altro, che: 

Le uniche Vi che posseggono co? (2k —1 =S=3k—2)E, di y,,, ¢ 
che soddisfano al massimo numero di equazioni di Laplace (lin. indip.) compa- 
tibile con tale ipotesi, sono le V; dell? S,,-5—, 1 cui Sz tangenti riempiono 
VS,4—8—1 ambiente. 

L’esistenza sopra queste Vz di co® E, di y,,, dipende unicamente dalla 
dimensione dello spazio lineare a cui la V; appartiene. L’interesse che 


presentano le Crete le varieta di Segre e Je loro sezioni iperpiane, le ®,, 
sta appunto nel fatto che quest’ ultime varieta non rientrano nelle precedenti. 

Nella Memoria preannunciata si e pure dimostrato che 7 cont Vy che 
proiettano da un Sp—., una V;,—5—, che possiede a2 Gy = Cat) 2 ns (che 


(1) M. VitLA, Ja Nota citata. Cfr. anche il n. 9. 

(2) Sopra una Vz di Segre vi sono oo?!—1 coniche provenienti dalle proiettivita fra 
le coppie di rette dei due spazi: gli Ez di queste coniche sono gli co?! E, di y, ; della 
varieta. Ma le coniche non sono le uniche y, , della Ve. Infatti ogni curva tracciata sopra 
una quadrica dell’S, (immagine delle coppie di punti di due rette di Sp ,Sq), 0 sopra un 
Sp 0 Sq di Vi, y,, per Vi. Gli E, diy, , di Vi sono dunque organizzabili in curve y, 
anche in altri infiniti modi (dipendenti da 1 funzione arbitraria). Le oo2!—1 coniche costi- 
tuiscono un sistema di y, , regolare (n. 3) di dimensione massima per Vz. 

(3) M. Vitra, Sopra una classe di Vi situate sui coni di Veronese. Questi « Rendiconti», 
VO XOOVI, ser, (62, 1933, ps 217. 

(4) Gli co3k—m—1 E, diy, - delle Vz dell’Sp +, i cui Sp tangenti riempiono I’ Sz +m, 
per m<k, sono organizzabili in curve y, , in infiniti modi (dipendenti da k — m funzioni 


atbitrarie). Ad esempio, per una V, dell’S; (k = 3 ,m = 2), che non sia sviluppabile ordi- 


naria, si pud infatti osservare che sono y, , di essa tutte ley, delle superficie in cui 


segata da un Sy generico (su ciascuna di queste superficie vi sono co? y, , ). 


aes be ae ae 


comprendono, come caso particolare, 1 cont Ose bd l Ss—a, lo spazio ambiente 
di V;,—5—1 essendo sghembi, posseggono sempre co® E, di y,,;. 

E per k= 4, ho dimostrato in tale Memoria che le V, dotate di 
cof E, di y,,;(k = 4,8 = 8) rientrano tutte in uno dei tipi precedenti. 
Esse sono cioé: La V, di Sg di Segre (rappresentante le coppie di punti 
di due piani); la ®,; le V, dell’S, Gi cui S, tangenti riempiono I'S, 
ambiente) e i coni che proiettano da un punto una V, che possiede oot y, ,, 
(il punto essendo fuori dello spazio ambiente della V;)™. 

OsseRVAZIONE. - In tullt i casi suddetti, che comprendono tutti 1 casi nott, 
gli E, di y,,; della Vi sono ordinabili in curve y,,; € queste, se sono co? gh 
E, di y,,; di Vx per ogni punto e tangente, quando p = O sono co?*—?, mentre 
se p >>0 dipendono da p funxioni arbitrarte. 

Segue, in particolare: 

Una varieta di dimensione k minore di 5 pud possedere o0?*—?¥,,, ma 
non pud mai possederne cot, dove d>2k—2, senza che le y,,; dipendano 
da funzioni arbitrarie. 


5. Premettiamo alcuni risultati sulle V; che posseggono co® E, di y, ,,;, 
dai quali discendera poi la dimostrazione del teorema enunciato nel n. 1. 
Determiniamo intanto le condizioni necessarie e sufhcienti perche V:z 
posseggaco® E, diy. ,,.. 
L’S; tangente in un punto x(t,,--+,t%) a Vz @ individuato dai 


. Ox 
PUNT hy, a 5. oo oe [avendo posto x; = = 


; si porra analogamente 


i 


ee ae 
bo) os core tata YS; osculatore ad una curva di V; in x e individuato 
i Tj 
dai punti 


x F OX =e at: ; OR time La kee dG: Aas xX, OF te 
Dik = Vari de, dc 3 Der der der, tee ee 


Affinché I’S; e 1S, precedenti abbiano un S, 4; congiungente deve 
essere la matrice 


| S (2) | 
(1) Oo Xi OT: dt; : 
| Da at; ats a + 3 Dae a dt; a? Tj 


I 
° 


(1) La via per cui sono pervenuto a questo risultato é gia esposta nella Nota: ViLLa, 
Le varieti, a quattro dimensioni, che posseggono co7 quasi-asintotiche y, ,. Questi « Rendi- 
f 2 iD. 
conti», vol. XXV, ser. 62, 1937, p. 434; nella quale si deve leggere «E, di y, .» in 
luogo di «curve y, ,». ip 
1,3 


AY 


dove S(1) sta ad indicare le orizzontali formate con le coordinate di x ¢ 
aes ons 7 ps . 


aN . “y e175 . : . . . . * 
Perche le (1) siano compatibili considerate come equazioni lineari nei 
differenziali d? z;, deve essere 


5 (1) 
ora: 


Doe ast: 


(2) . =O. 


| xe dt; 


meena ata Ty 


Affinché Ve possegga oo® E, diy, ,, esattamente (cioé oo —?* +" esattamente, 
jissandone ad arbitrio un punto e la direxione in esso) (2k —1 =S8=3k—2) 
é necessario e sufficiente che siano nulle, identicamente rispetto ai dz; , le matrici 
che si ottengono dalla (2) sopprimendo 8 — 2k + 1 delle ultime k + x orizzontali 
(e che non siano tutte nulle, identicamente rispetto ai dt;, le matrici che si 
ottengono dalla 
5) 

x Nii at; 


(3) X24 aT; 


LD xy.dt; 
sopprimendo 8 —2k + i delle ultime k orizzontali). 


6. Dalle condizioni precedenti segue, in particolare, che, per 6 = 2k—1, 
la. matrice (3) ¢ ==0, e, per 3 >>2k—1, che sono tutte nulle, identica- 
mente rispetto ai dz;, le matrici che s’ottengono dalla (3) sopprimendo 
§— 2k delle ultime k orizzontali mentre non sono tutte nulle, identicamente 
rispetto ai dt:, quelle che si ottengono sopprimendo ’—2k-+ 1 delle 
ultime & orizzontali. 

» Si perviene cosi al risultato importante: 

Se una. Vi(k >> 1) possiede oo E, di y;,5. esattamente (2k—1=3= 
= 3k—2), la varietd W formata dagli Sp tangenti ad essa ha esatlamente 
la dimensione 


2k—(d— 2k 41). 


(1) La dimensione della varieta degli Sp tangenti a una Vz, in generale,é 2k, ma 
pud anche essere inferiore. Vedi Bomprani, Sistemi di equazioni simultanee alle derivate 
parziali a caratleristica. « Atti dell’ Accademia di Torino », vol. 49, 1913, p. 98; TERRACINI, 
Alcune questioni sugli spazi tangenti e osculatori ad una varietd. « Atti dell’Accademia di 


Torino», vol. 49, 1913. 


De TOR he le tS amma SEN ae i ily Oe al 08 
Me ae, ‘ ale. ae! at - 


E noto® che se la W di una V; ha dimensione 2k — (8— 2k + 1) 
la V; soddisfa almeno a 


§ —2k) (d— 2k ak 
(SBR 1) (8 — 2k) (8 2.6 otecl ites A 


Ps 


k + 1) 


equazioni di Laplace (lin. indip.). 

Si conclude: 

Se una Vi(k >>1) possiede co® E, di y,,, esattamente (2k —1=S8= 
= 3hk— 2), essa soddisfa almeno a 


(4k—8) (8— 2k 4+ 1) 
2 


U. —= 
equazioni di Laplace (lin. indip.). 


7. Supponiamo ora che V; soddisfi esattamente a yw equazioni di Laplace 
(lin. indip.), e dimostriamo il teorema del n. 1. 

Bastera dimostrarlo per 5 >>2k—1, avendosi, come gia si € detto, 
pero 2k—r il teorema di ae oh applicheremo anzi piu tardi. 

E noto® che se la W di una V; ha dimensione 2k — (8 — 2k + 1) 
e la Vz verifica il sistema di minima dimensione di equazioni di Laplace 
compatibile con tale ipotesi, la V, ¢ un cono proiettante da un Ss_., una 
V;.—s—, che verifica nessuna equazione di Laplace (2k —1 << 8=3hk—3). 
Ora, una V; che possiede oo® E, di y,,, e che soddisfa esattamente a-p 
equazioni di Laplace é proprio in queste condizioni (n. 6), e quindi essa 
é necessariamente un cono proiettante da un Ss—., una V;.—9—, che verifica 
nessuna equaxione di Laplace. . 


8. Avendo gii visto (n. 2) che C?~*" possiede co E, di y,,;, per 
dimostrare completamente il teorema del n. I occorre ancora provare che: 

Se un cono Vi, protettante da un Ss—., und V;,—~9—: non soddisfacente 
ad equazioni di Laplace (?Ss—., essendo sghembo con lo spazio ambiente di 
V;1—s—1), posstede esattamente co® E, di y,,, esso & necessariamente il cono 
co? CRS a ee Fy Ey, 

Sia infatti P un punto del cono V; e ¢ una tangente in esso. Siccome, 
per ipotesi,, Vs. possiede: co® By’ di v7.3, -nle- possiedenco? > =e a pew og: 
punto P e direzione t. Sia L una curva di Vz che passa per P, che é ivi 
tangente alla ¢ e tale che il suo S, osculatore in P e l’S; tangente in P 
alla Vz stiano in un S,4,: PE, in P di-L é@ quindi uno degli co -2# +: E, 
di y,,,; precedenti. ; 

Proiettiamo dall’Ss_., singolare di Vz sopra V,;,—s—, il punto P e 
la curva -L: siano P’.e L’ le proiezioni.: L7S; osculatoré a-L4in Pe 


(1). TERRACINI, op. cit., p. 223. 7 
(2) TERRACINI, op. cit., p. 234. 


soa Tel ee 


VS;,—-a=; tangente in P’ a. V,,~ 94: stanno: nell”S,, 5 in cut Spot 
precedente (che contiene ’Sp—2n) sega lo spazio ambiente di V,;,—5_,: 
heen ta be "quinds un: By di Vers per Ven 5 wet V9 25 possiede 
dunque per ogni punto e direzione un E, di y,,,, GIO: possicde’ea7* P= t)=ak Tr, 


di y,,;: siccome V,;_5_,; non soddisfa ad alcuna equazione di Laplace, per 
as 3k—d8—1 

ree Bese 723 5 
il teorema di Bompiani, essa é la V3,_5_, div Sh ys WV G ee sae as 


presentante le quadriche di S,,_s_,. E Vi é@ quindi il cono C2~?' ©), 


9. Il teorema del n. 1, per 8 massimo, cioe 8 = 3k—3, si puo 
completare notevolmente cercando tutte le V; che posseggono oo3!—3E, 
di y:,;, prescindendo quindi dall’ipotesi che Vz soddisfi esattamente a 
,— E+ @—2) 


equazioni di Laplace (lin. indip.) (n. 6). 


La conclusione a cui s’arriva ¢ la seguente: 

Se una Vi(k>>1) possiede cc3*"—3 E, di y,,; ¢ il cono di Veronese del- 
PS. 4; oppure una Vy dell?S,4., che non sia una sviluppabile ordinaria. 

Infatti se V; soddisfa esattamente a p equazioni di Laplace (lin. indip.) 
per il teorema del n. 1 si ha che V; é il cono di Veronese dell’S; 4, (cono 
che proietta da un S,_, una superficie di Veronese), ossia, per & = 2, la 
superficie di Veronese. 

Se invece V; soddisfa esattamente a p + 1 equazioni di Laplace (lin. 
indip.), ’S (2) osculatore a V; (cioé lo spazio di x e di tutti i punti derivati 
d@ordine = 2) € un S; ;.,, essendo appunto k + 2 la differenza fra i] massimo 


(1) Dal teorema enunciato nel n. 1, ed ora dimostrato, segue i] noto teorema, che 
viene cosi dimostrato in altro modo: 
Spee ; ; : : k 
Una V; +: tale che le sue sezioni con gli Sr (t + 3) dello spazio ambiente siano V;, rap- 
2 
presentabili su uno S; mediante il sistema di tutte le quadriche di questo spazio, ¢ neces- 


sariamente il cono Sag Rae 
; ak ; eye eas 
Infatti (ad es. per i = 1) siccome la V; non soddisfa ad equazioni di Laplace, Vz +1 
non soddisfa a pit di & + 1 equazioni di Laplace (cfr. TERRACINI, loc. cit., p. 227). D’altra 


parte Vi +1 possiede, per ogni punto e tangente, almeno co! E, di y, , perche le we 
sue sezioni iperpiane posseggono, per ogni punto e tangente, un E, di y, , e ogni E2 
di Ves di una ye lo é pure per Ve+r. Ve+r, per il teorema del n. 1, @ quindi il 
cono C, , , (cfr. il teorema del n. 5 che assegna il numero minimo di equazioni di Laplace 
a cui soddisfa una V; dotata di o05 E, di Var as 

Per k= 2, cfr.: C. SeGre, Sulle varieta normali a tre dimensioni composte di serie 
semplici razionali di piani. « Atti dell’Accademia di Torino», vol. 21, TSS See PALO ame 
BERTINI, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspaxi. Messina, 1923, p. 400. Per k 
qualunque, cfr.: TaNnTurRI, Sopra una proprietd della superficte di Steiner e sue estensioni 
agli spazi superiori. «Giornale di Matematiche», vol. 45, 1907, p. 291; Scorza, Sopra 
una certa classe di varieta razionali. « Rend. del Circolo Matematico di Palermo», to. 28, 
1909, p. 400; e TERRACINI, loc. cit. 


sf : ‘i ies TL Ae Stee eas | ee ae ae ee 2 
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SS 


possibile ue 3) della dimensione di un S (2) osculatore ad una V; e 


pis 


Dovendo Vi possedere co3'—3-E, di y,,;, per il m. 5 saranno tutte 
nulle, identicamente rispetto ai dt:, le matrici che s’ottengono dalla (2) 
sopprimendo k — 2 delle ultime & + 1 orizzontali e non saranno tutte nulle, 
identicamente rispetto ai dt;, quelle che s’ottengono dalla (3) sopprimendo 
k — 2 delle ultime & orizzontali. 

L’annullarsi delle prime porge: 


| S(2) 
| » Xijl dt; dt; dt) 


(k SS NG 2) rere 


(dove S(2),sta ad indicare le orizzontali costruite con le coordinate dei 
punti che lo determinano), identicamente rispetto ai dt:. Quindi tutti 1 punti 
derivati terzi stanno in S(2) e perciO anche V; sta in un S; 4.2. 

Per il mon annullarsi di tutte le seconde, gli S, tangenti a V; devono 
riempire I’S, ;, ambiente: Vi deve cioe non essere sviluppabile ordinaria “. 
Inversamente: ogni Vz dell’S,4., non sviluppabile ordinaria, soddisfa alle 
condizioni precedenti. 

V. non pud poi soddisfare a w + 2 equazioni di Laplace (lin. indip.) 
perché sarebbero tutte nulle le matrici che si ottengono dalla (3) soppri- 
mendo k — 2 delle ultime k orizzontali. 


10. Dai risultati dei nn. 2, 3 ricaviamo, in particolare, per i coni di 
Veronese C; >: 

Gli E, di y,,,; di un cono di Veronese Ce) relativi ad un 
punto P e tangenie t sono costituiti, oltre che da Pedat, dagli oo*—? piani, 
per t, che appartengono all’S, ambiente del cono quadrico (situato su C;~? e 
di vertice S,—,) che passa per P ed é tangente ivi alla t. 

Le y,,, di Ci > per k = 2 sono le coniche di essa e per k>>2 sono 
tutte e sole le curve tracciate sopra 1 coni quadrici (di vertice S,_— ) situati su 


3 
Ci >, e dipendono quindi da k — 2 funzioni arbitrarie. 
Su Ci >, un sistema regolare di y,,, dt dimensione massima, 3k — 4, 
(P unico se. k = 2) é quello formato dalle coniche (k == 2). 
Dai nn. 3, 9, sitha poi (k == 2): 
Escluse le Vx dell’ S, 4.2, ! unica Vi che possiede un sistema regolare 003 *—4 


di y.,; (@ non un sistema analogo co3}*—3) ¢ il cono di Veronese dell’S,4,. » 


(1) Le Vz per le quali la W degli S; tangenti ha dimensione k + 1 sono le Vz del- 
PSr 4s € le Ve sviluppabili ordinarie (cioe formate da cotS,—1 con S; tangente fisso 
lungo ogni St—x generatore). Quindi, gli Sp tangenti di una V; dell’S, 4. non riempiono 
?'Sk4+2 ambiente solo quando la Ve é una sviluppabile ordinaria, appunto come s’é affer- 
mato nel testo. 


Meccanica. — Lgwzlibrio det solidi e trasformazioni affint. 
Nota‘ di C: Totorti, presentata dal Socio T. Levi-Crvira. 


t. In un suo lavoro di alcuni anni or sono ®), il Sauer, studiando le 
proprieta delle trasformazioni omografiche dei sistemi di vettori applicati, 
metteva in rilievo un risultato che, nel caso delle omografie affini (alle quali 
noi qui esclusivamente ci limiteremo), assume una forma particolarmente 
espressiva, e€ cioe: 

Un sistema di veltori applicati in equilibrio si conserva tale anche dopo 
una qualstasi trasformazione affine. 

La dimostrazione che il Sauer da di questa proprieta invariantiva ¢ una 
dimostrazione analitica. Noi vogliamo mostrare in questa breve Nota come 
a detto risultato si possa pervenire pil. suggestivamente con considerazioni 
sintetiche. 


2. Ricordiamo %) che un sistema di vettori applicati é in equilibrio se 
(e solo se) esso si puo ridurre al vettore nullo mediante le sole operazioni 
elementari: 1° composizione o decomposizione di vettori applicati in un 
medesimo punto; 2° aggiunta o soppressione di due vettori direttamente 
Opposti. 

Ne segue che il risultato che si vuol dimostrare, e cioé che le trasfor- 
mazioni affini mutano sistemi in equilibrio in sistemi in equilibrio, restera 
stabilito ove si mostri che le operazioni elementari sono operazioni inva- 
rianti rispetto a dette trasformazioni. 

Ora, per quanto riguarda la prima operazione elementare, cid @ con- 
seguenza immediata del fatto che le affnita mutano parallelogrammi in 
parallelogrammi; e, per quanto riguarda la seconda operazione elementare, 
la sua invarianza dipende dal fatto che punteggiate corrispondenti sono simili. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 4 luglio 1938. 

(2) R. Saver, Projektive Sdtze in der Statik des starren Korpers. «Math. Annalen », 
T10, 1934, pp. 464-472. 

(3) Cfr., ad es., T. Levi-Civira e U. Amatopt, Lezioni di meccanica razionale, vol. I, 
Bologna, Zanichelli, 1930, p. 33. 
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Meccanica. — Szw/ moto di un corpuscolo elettrizzato im 
presenza di un atpolo magnetico’’. Nota 1 di L. GIALANELLA, 
presentata dal Socio G. ARMELLINI. 


1. INTRODUZIONE E GENERALITA. — Il problema del moto di un corpu- 
scolo elettrizzato nel campo generato da un dipolo magnetico puo schema- 
tizzare — com’é noto — il problema analitico delle aurore polari, o, pil 
generalmente quello delle radiazioni cosmiche. 

Questo problema é stato completamente risoluto nell’ipotesi che il 
campo magnetico provenga da un solo polo, nel qual caso le equazioni del 
moto del corpuscolo elettrizzato sono state integrate dal Darboux nel 1878). 
Il risultato ¢ perd generalmente attribuito al Poincaré, il quale ha ritro- 
vato nel 1896“); ed esso — com’ noto — spiega completamente il feno- 
meno dell’aspirazione dei raggi catodici da parte di un polo magnetico, 
fenomeno scoperto da Birkeland nel 1895 ?. 

I] problema del dipolo magnetico € stato studiato da C. Stoermer © 
nell’ intento, appunto, di spiegare il fenomeno delle aurore polari e delle 
radiazioni cosmiche. Lo Stoermer, pero, dopo aver tentato una riduzione 
delle equazioni differenziali del moto ad una forma particolare, simile a 
quella di Lagrange, ed esaminati alcuni casi di riduzione delle equazioni 
differenziali delle traiettorie “, ha portato la sua attenzione sul caso partico- 
lare (di gran lunga piu semplice) che si ha supponendo il corpuscolo molto 
lontano dalla Terra, a piu di un milione di Km. per es.; in tal caso si 
puo riguardare il campo magnetico della Terra come generato da un ma- 
gnete elementare posto al centro di essa e avente per asse l’asse magnetico 
terrestre. Analiticamente, questo importa che delle due distanze r; e 7. tra 
il corpuscolo elettrizzato in moto e i due poli del magnete, il prodotto r, 7, 
possa essere sostituito dall’unica distanza r? del corpuscolo dal centro del 
magnete elementare. 

Mettendosi appunto in questa ipotesi semplificatrice, pur senza integrare 
le equazioni differenziali del moto, lo Stoermer, nell’ormai trentennale lavoro 


(1) Lavoro eseguito nel R. Osservatorio Astronomico di Roma (su Monte Mario). 

(2) Pervenuta all’Accademia 1’11 luglio 1938. 

(3) «Bulletin des Sciences Mathématiques », 1878, p. 433. 

(4) «Comptes-Rendus », to. CXXIII, 1896, p. 930. 

(5) « Archives des Seen physiques et naturelles », to. VI, 1898, p. pee Cfr. anche: 
ApPEL, Mec. Rat., 3° ed., 1909, to. I, p. 370. 

(6) Ved. Bibliogeana completa in fondo. 

(7) « Comptes-Rendus », to. CXLVI e CXLVII, 1908. 


suo e dei suoi assistenti, & riuscito ad ottenere risultati molto importanti, 
determinando — a mezzo. di integrazioni numeriche e meccaniche — nume- 
rose traiettorie dei corpuscoli elettrizzati, e portando in tal guisa una buona 
spiegazione ai tratti essenziali delle esperienze di Birkeland) e ad alcuni 
dei fenomeni pil cospicui connessi con le aurore polari e le radiazioni 
cosmiche (ved. Bibliografia completa in fondo). 

Io ho voluto riprendere lo studio del. problema analitico del dipolo 
mettendomi nel caso generale, cio€ esaminando il problema del moto di un 


corpuscolo elettrizzato nel campo generato da un magnete di dimensioni finite, 


magnete schematizzato dal dipolo. In questo caso, com’é noto, le equazioni 
differenziali del moto non sono state integrate, e di esse si conosce un solo 
integrale primo che indica la velocita essere costante ©). 

In questo mio studio sono partito da una soluzione particolare rigorosa 
delle equazioni del moto e ho applicato il metodo di Poincaré per la ricerca 
e lo studio delle traiettorie prossime a questa soluzione particolare (soluzione 
_ generatrice) 5), In tal maniera son riuscito a trovare un secondo integrale 
primo, che mi ha permesso, insieme con quello gia noto, di ridurre il 
sistema delle equazioni differenziali al primo ordine, di arrivare ad inte- 
grarlo in qualche caso particolare, e a studiare in generale qualitativamente 
le traiettorie, deducendone interessanti proprieta (comportamento asintotico, 
schematizzazione del moto, ecc.). 


2. LE EQUAZIONI DEL MOTO. - Supponiamo di disporre il magnete lungo 
Vasse x di una terna cartesiana trirettangola, in modo che il dipolo NS si 
disponga nei punti + I e —1I, e diciamo r; e r, le distanze rispettive del 


z 
1 (99) 


(1) «Comptes-Rendus », to. CXLVII, 1908. 
(2) Cfr. G. Armetuini, Le aurore boreali in «Scienza e Tecnica», rivista della 


So in Some vol.2, fasc. 3°, 1938, p. .932 
(3) Naturalmente ho potuto, del metodo di Poincaré, usare soltanto le prime cose 


poiché le soluzioni del nostro problema non sono periodiche. 


eS at Ge 


corpuscolo elettrizzato mobile P(x yz) da N e da S. Siano poi m la massa 
materiale del corpuscolo, ¢ la sua carica elettrica (positiva o negativa), ed H 
il vettore rappresentativo del campo magnetico prodotto dal dipolo. Come 
si sa dalla fisica, la forza elettromagnetica F ¢ normale al vettore H ed al 
vettore rappresentante la velocita del corpuscolo elettrizzato, e precisamente 
& uguale al loro prodotto vettoriale moltiplicato per la carica elettrica del 
corpuscolo. Avremo dunque: 


(ey. F=c[v/A\ H])=ma 


dove w ed @ denotano la velocita e l’accelerazione del corpuscolo “). 
Dette poi X, Y,Z le componenti di H lungo i tre assi, alla equazione 
vettoriale (1) si possono sostituire le tre equazioni scalari seguenti: 


di? dt dt | 
d? y dx dz | 
(2) m an € z a Be i 
dag | dy dx | 
m pres € x ae pases a | ‘ 
ate . rae ALAN Dias 
Moltiplicando ordinatamente le tre equazioni per erg kore errs 


mando si ha: 


2 (=) ahs 
2 


ossia: 


che e l’unico integrale primo noto, esprimente che il corpuscolo elettrizzato 
si muove con velocitd costante. Questo integrale permetterebbe quindi — come 
fa sempre lo Stoermer — di eliminare dalle equazioni del moto il tempo t 
introducendovi l’arco s di traiettoria, mediante la relazione ds = vodt. Ma 
noi preferiamo continuare a far uso esplicito del tempo. : 
Cid posto, le componenti della forza magnetica sono ovviamente date da: 


K=—# [54 _2— 4 
2 " 
Y=—by [7 — 5| 
See 
Y PE AWS al: 
Hla al 


(1) Cfr. Levi-Crvira e AmALpI, Mecc. Raz., vol. I, parte I, p. 205. 
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teres 
dove indichiamo con +k e —k la massa magnetica di ciascuno dei poli 
edi ee 
Ae Gy ees REG ES pee. 
Posto poi: 


Mm 


Ss ae Ae 


le equazioni differenziali del movimento assumono la forma definitiva: 
nese oneaaee Ae I dz dy 
de te he dt * a] 


(3) wy 2 1 ‘); dx [: +1 x= " dz 


dl? ue Peds BR 1 di 
(ee x—1\ dy I 1\ dx 
pe Caan ay Pp pda \B RY ae 

3. LE EQUAZIONI ALLE variazionI. — Una soluzione particolare delle 


equazioni del moto (3) si trova facilmente, ed é¢ la seguente: 


(4) Xo = at +b Peary Vc 36) F %o = 0 


ossia: l'asse delle x che contiene il dipolo pud essere una traiettoria possibile 
per il corpuscolo elettrizzato. Si puod osservare che vi ¢ la presenza del dipolo 
lungo questa traiettoria rettilinea. In conseguenza, per precisare il problema, 
noi considereremo il corpuscolo elettrizzato come proveniente dall’infinito, e 
quindi esamineremo soltanto |’arco di traiettoria prossimo al segmento esterno 
al dipolo. Su questo fatto dovremo ritornare tra breve; possiamo pero 
aggiungere fin da ora che siffatta limitazione, dal punto di vista fisico, 
— quando si identifichi il corpuscolo elettrizzato in moto con un corpuscolo. 
cosmico e il dipolo con il magnete terrestre — corrisponde al considerare 
la traiettoria percorsa dal corpuscolo cosmico prima del suo arrivo sulla 
superficie terrestre. E questo é appunto il problema che effettivamente inte- 
ressa nella teorta delle radiazioni cosmiche. 

Cio detto, assumiamo questa soluzione particolare rigorosa come solu- 
xione generatrice nel senso di Poincaré“); onde, dette €,7,¢ le variaxioni 
© scarti, le soluzioni prossime ad essa (soluzioni variate) saranno date da: 


(5) X= Xt & ? eS ry, an ’ Reco, 


—essendo le &,7, funzioni incognite del tempo da determinare opportuna- 
mente. L’unica ipotesi che si fa su di esse (oltre, naturalmente, alla rego- 


(1) Cfr. Porncareé, Les méthodes nouvelles de la Mécanique celeste, to. I, 1892, p. 162. 
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larita) & che siano abbastanza piccole - poterne trascurare 1 termini di 
2° grado. Le equazioni, differenziali cui soddisfano le &,y,€ sono state 
chiamate da Poincaré equazioni alle variaxioni ), Ed esse andranno a sosti- 
tuirsi, nel nostro problema, alle equazioni differenziali del moto (3). Tali 
equazioni alle variazioni si scrivono facilmente, partendo dalle (3) e tenendo 
presenti. (4) e (5), monché l’ipotesi fatta sulle €,7,¢. Esse sono le 
seguenti : 


i ee 

Mee 
an. Sa? Lie pan pian I 
(6) Pm eae ke @ wen Ce o dt le + 13 (%o—= «| a 

0G I I I I dy 
de Mieoth  (ho ee Pe ee, Ce 
iad cae ew 

Di queste, la prima Ba ae guindi § = at + 8, ci dice subito 


che la x = x, + £ ha un moto uniforme lungo l’asse ‘del dipolo; questo 
fatto ci permettera di studiare il moto del corpuscolo elettrizzato lungo la 
traiettoria variala svolgentesi sopra un piano (7%), il quale a sua volta si 
sposta parallelamente a se stesso di moto uniforme mantenendosi sempre 
perpendicolare all’asse x contenente il dipolo 


4. IL SECONDO INTEGRALE Primo. — Le equazioni di cui dobbiamo occu- 
parci sono, adunque, soltanto la seconda e la terza delle (6). Esse, ponendo: 


(Ab eee 


Dei + dc 30 +1 
| i at? 4 (7? I)? ae ne (<7 1)3 : 
Coe | at BU iS age gay 


(1) In generale, dato il sistema differenziale: 


ax i 


Sage aA Cay cole 2) aaa ao eau Shp) 


€ trovatane una soluzione particolare (yeneratrice): xi = x° ; (4), ogni soluzione prossima 


sara data da: xj = x + &, dove le variaziont &; Ssitieene al seguente sistema di equa- 


ziont alle variazioni: 
d&i dXi \° -( 3Xz \° dNi. \° 
Wh =(5=) Er } (5) Eo { posh s +(5-| Ee @=1526 ses), 


Wa) 


Eee SGP eT TE SAINI edn cet ae eee 
Per un momento poniamo ancora: 


I 


CUO) ee 5 (ena ( Pe t) 


talché le (7) diventano, quando le derivate rispetto a + si indichino per 
semplicita con apici: 
(8) | 7’ = 2 Co wt 

C= —(2w' y+ Wah). 

Cio posto, moltiplichiamo la prima equazione. per ¢ e la seconda per y, 
ottenendo : 


| MG ae 2w' aaa + we ee 
Cy Buby (2w’ n 7 ae w'’ 7?) 
ossia: 


Ge: y= — - (w'y/?) 


da cui, sottraendo membro a membro ed integrando, si ottiene ulterior- 
mente : 


(10) Se Saacen Pee pe ty =k 


che é il nuovo integrale primo a cui accennavamo. Lac, é la costante 
d’ integrazione. 


5. IL SISTEMA SI ABBASSA DI ORDINE. INTRODUZIONE DELLE COORDINATE 
POLARI. — Diciamo adesso v, la velocita (costante) del corpuscolo lungo 
Ja traiettoria variata; dal teorema delle forze vive si ricava: 


ORE fh ed Pane OG Coe ee 
eS a 2) . ta + (Fe ee 
e guindi, colle posizioni e notazioni gia introdotte: 


(ataptanr+eC=u, 


dove gli apici denotano, al solito, derivazioni rispetto alla variabile + (pro- 
porzionale al tempo). Sicché Valtro integrale primo, gia noto, porge: 


YH—@ +4), 


a? 


(11) : 1 tlie oo ar 


LF le a de 


onde le ulteriori equazioni del moto nel piano (7%) sono le seguenti: 


vile ae Ce ate be 


(12) ne eden oe 2 3 2 2 Nee 
] Gia that tee aS rp +77) = 6 
avendo chiamato: 
ER reel ied 
as eerie pea 


Introducendo adesso un sistema di coordinate polari (g,0) nel piano 
(C), avente per polo la posizione del corpuscolo lungo la traiettoria gene- 
ratrice, di guisa che e denota la distanza del corpuscolo dall’asse del dipolo, 
le equazioni (12) si trasformano nelle seguenti: 


\ oor 2 o? 9”? eg. 


(13) ee etre ) 
Ricavando 6’ dalla seconda si ha: 
ae : (= = 1) = 
e sostituendo nella prima: ’ 
(14) Mies s ee 4 (2 ae pe : he 


Come abbiamo gia accennato, i punti per cui la variabile indipendente + 
(proporzionale al tempo) assume i valori + 1, corrispondenti cio ai due 
poli magnetici, sono, per quanto non diano fastidio alla soluzione generatrice, 
certamente punit singolari. E cercheremo di studiarli; intanto possiamo 
cominciare con l’escluderli, considerando quindi il corpuscolo proveniente 
dall’infinito e la parte di traiettoria esterna all’intervallo del dipolo, parte 
in cwi la funzione F(e,0) = 0, per cui sono valide le equazioni alle 
variaziom di Poincaré, € certamente regolare. 

Cominceremo allora a studiare il comportamento asintotico della p, e 
quindi della 8, quando +, supposto >> 1, tenda all’co. Ma prima vogliamo 
fare delle considerazioni sopra alcuni casi particolari. 


6. Cast PARTICOLARI. — 4) Supponiamo che nelle equazioni (13) sia la 
costante ¢; = 0, Ossia Up = a + a (dove, ricordiamo, a é la velocita, costante, 


Se EER Ue ae IRE fie SCO Ls Ok dR MM a Nha valeur ly al a 
LAOS ee care RES - ee rae ee . 7 Sone G, Sire eet “4 ieee v 


del corpuscolo nella soluzione generatrice lungo V’asse del dipolo e « & la 
velocita, anch’essa costante, con cui si muove il piano delle (e@)]; allora 
Pequazione (14) diventa: 


2 T (By 


(15) p 4 Pe r (7? — 1)? o7| FD 


€ questa, evidentemente, non ammette soluzioni nel campo reale. Sicché 
nelle equazioni (13) deve essere sempre c,=|=0, ossia v= a +a. Vedremo 
appresso che dovra essere anche c, >0. 

b) Se invece & c, = 0, le equazioni (13) diventano: 


ce) Qe aie WOES 


e dalla seconda, integrando: 


(17) ¢—0, = — — 


che, sostituita nella prima, da: 


ae 


rn 4 A 
Cs) Pin oun (77 == 7 )t es 


Sostituendo in questultima a 7 il suo valore in funzione di 6, otte- 
niamo |’equazione differenziale della traiettoria nel piano mobile (96). Da 
(£7) si ha: 

A (8 — 0.) —1 
~  — -4(6— 6.) 


ossia, chiamando per semplicita 0—0,= 0: 


Ry I 
nee cae Osa 


7 oh 


per cui, sostituendo in (18), otteniamo: 


Cy 


PO Dey ces 
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che ¢ la equazione differenziale della tratettoria. 


Il secondo membro deve essere positivo. Ora la costante c, — “come 
mostreremo nel paragrafo seguente — deve essere sempre positiva; @altra 
parte, se la carica elettrica del corpuscolo ¢ negativa (com’é logico supporre), 
per le posizioni fatte risulta anche A>>0; quindi, afinche il 2? membro 
di (19) sia positivo, dovra essere sempre : 
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Meccanica. — Aecerche suglt archi elasticr: Risoluztone cot 
metodi: dell’« elasticita vincolata» di uno speciale tipo adi arco. 
Nota“? di E. VoLTErRA, presentata dal Socio T. Levi—Crvira. 


In un seguito di Note pubblicate su questi « Rendiconti » ©) ho studiato 
coi metodi della « elasticita vincolata» le deformazioni dei solidi elastici 
allungati (a due dimensioni) ad asse sia rettilineo che curvilineo, di spessore 
costante o leggermente variabile. 

Voglio ora mostrare come mediante i metodi della « elasticita vincolata » 
sia possibile studiare le deformazioni di una categoria di archi importantis- 
sima per la Tecnica. Tali archi risultano limitati superiormente da un piano 
orizzontale, inferiormente da una superficie cilindrica e lateralmente da due 
piani d’incastro (ved. figura). 


(1) Pervenuta all’Accademia 1’8 luglio 1938. 
(2) Ved. «Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei » degli anni 19325 1934, 
1935, 1936. 
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Se si suppone che vi sia identita di comportamento tra le singole sezioni 


del solido parallele al suo piano di simmetria, giovera, onde semplificare i 
calcoli, studiare il problema in due dimensioni. Potremo in conformita limi- 
tarci al piano di simmetria dell’arco e indicheremo con la lettera x l’ascissa 
della linea che limita superiormente l’arco, con y l’asse normale nel punto 
di mezzo (ved. figura), 

Supporremo al solito il vettore spostamento elastico del tipo w@=ayty 
essendo 4 e » due vettori infinitesimi funzioni a priori incognite della sola x. 
Indicando con ue v le componenti dello spostamento secondo gli assi x e y, 
con Ax,Ay,vx,vy le componenti dei vettori 2 e » sui medesimi assi, 
otterremo: 
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saranno le componenti della deformazione 
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ed integrando parzialmente rispetto alle variabili y e zx ed indicando con 
A,S,1, rispettivamente l’area della sezione, il suo momento statico ed il 
suo momento d’inerzia rispetto all’asse delle x abbiamo: 
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Secondo il criterio generale della «elasticita vincolata », la condizione 
di equilibrio corrisponde al minimo del lavoro di deformazione. Abbiamo 
cosi le quattro equazioni seguenti determinatrici delle quattro funzioni in- 


cognite Ax, Ay, vx, Vy: 
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Se agisce una forza verticale unitaria p(x) si dovrd introdurre nel 


principio variazionale anche il lavoro di tale forza. Tale lavoro é: 
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le equazioni (6) diverranno percio: 
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Se risolviamo ora le (7) rispetto alle derivate seconde delle funziomi — 
Ax , Ay, Vx € Vy ricaviamo: 
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La funzione y (x) che compare nelle equazioni (8) rappresenta l’ordi- 
nata della curva che limita inferiormente il solido elastico (direttrice del- 
Pintradosso) misurata a partire dall’asse delle x. 

Il problema dello studio delle deformazioni e delle sollecitazioni del- 
Parco & ricondotto all’ integrazione delle quattro equazioni differenziali 
ordinarie (8). 

Particolare interesse presenta per le applicazioni della Tecnica il caso 
in cui la curva che limita l’arco sia una parabola di equazione (ved. figura): 
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Il prof. Picone mi ha promesso Ja collaborazione dell’ Istituto per le 
Applicazioni di Calcolo da lui diretto per la risoluzione numerica delle 
equazioni (8) per differenti condizioni di carico: carico uniformemente ri- 
partito, carico concentrato in determinate sezioni, peso proprio e per valori 
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Geologia. — Contributo alla conoscenza della costitu- 
gione geologica del ciglione dell’altiprano Etiopico. Nota“ di 
A. FRANCAVIGLIA, presentata dal Corrisp. M. Gorrant. 


Ho avuto agio di percorrere il ciglione dell’altipiano Etiopico nella zona 
di Balci. 

Balci siede al confine fra le due regioni dello Scionkora e del Mingiara ; 
queste due regioni costituiscono due altipiani separati da un gradino alto 
circa 150 metri. 

L’altipiano dello Scionkora costituisce un grande bacino limitato ad 
ovest e nord—ovest dalla catena dei monti Boccam, a sud e sud-est dal gra- 
dino che la separa dal Mingiara, ad est e nord-est dalla profonda valle del 
Cassam, che pil a monte assume il nome di Germama. Il fondo di questo 
grande bacino é attraversato da due corsi di acqua principali: il Gherbadi e lo 
Scionkora, a corso perenne, che si riuniscono in una profonda incassatura 
scavata nel sottostante tavoliere del Mingiara, prendendo il nome di Burca 
e confluendo nel Cassam in localita Cicca Colla. 

Caratteristica comune a questi due corsi d’acqua é di incidere profon- 
damente lorlo dell’altipiano, mettendo in vista la struttura del sottosuolo, 


(1) Pervenuta all’Accademia il 1° luglio 1938. 
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e di avere un profilo longitudinale formato a gradinata, perché il loro letto 
incide una serie alternata di colate laviche e di banchi di tufo vulcanico. 

L’altipiano del Mingiara si presenta come una larga gradinata composta 
di tre gradini: il superiore lievemente inclinato verso nord (infatti le acque 
scorrono verso il Burca), gli altri due inclinati verso sud; le loro acque 
sono raccolte dal Lago Tabo che va a perdersi nella pianura di Malca Gilo. 

Il _gradino inferiore costituisce la piana di Ualanchiti, ed ¢ la continua- 
zione del fondo della valle dell’Auasc, dalla quale é separato dalla catena 
dei M. Boseti. 

Percorrendo la valle del Gherbadi si incontrano, dall’alto in basso, i 
seguenti elementi costitutivi: 

T° una copertura di tufi vulcanici e frammenti di ossidiane; 

2° un complesso di sabbie e arenarie gialle tenere, racchiudenti strati 
di argille, potente una cinquantina di metri; 

3° una serie di tre colate acide (forse pantelleriti e trachiti) intra- 
mezzate da strati di tufi vulcanici, che nella parte inferiore assumono |’aspetto 
di una breccia; 

4° una colata di basalto porfiroide ; 

y° un banco di arenarie variegate. 

La stessa successione si incontra al limite fra il Sao ed il secondo 
gradino del Mingiara, meno le arenarie variegate, e fra il secondo e la 
piana di Ualanchiti. Si deve percid dedurre che l’altipiano del Mingiara é 
sprofondato rispetto lo Scionkora dopo la deposizione delle colate laviche, 
e cosi la piana di Ualanchiti rispetto al Mingiara, e che percid il ciglione 
dell’altipiano e gli orli dei gradini sottostanti rappresentano altrettanti piani 
di faglia. 

Questi piani hanno in genere direzione est-ovest e sono _ inclinati 
verso sud. 

Lo spaccato costruito in base a questi elementi si distacca da quello pre- 
sentato da Arsandaux per Ja medesima localita ©), per il fatto che Arsandaux 
non menziona le sabbie e arenarie gialle che coprono la serie vulcanica, ne 
le arenarie variegate che sottostanno ai basalti. 

Le arenarie variegate costituiscono le rocce pit antiche che si incon- 
trano in questa localit’. Sono durissime; si presentano nettamente stratificate, 
di colore grigio verdastro con sottili venature grigio azzurre. 

Gli strati hanno, in generale, una direzione est—ovest, con una pendenza 
di circa 20° verso nord. Gli strati si presentano spesso piegati e contorti; 
questi piegamenti sono perd dovuti alle ultime manifestazioni del vulcane- 
simo locale; infatti lungo la valle si notano splendidi esempi di dicchi che 
hanno attraversato tutta la formazione, e che, secondo il mio parere, rap- 


(1) H. Arsanpaux, Contribution d Vétude des roches .alcalines de VEst africain. 
«C. R. Scient. de la Mission Duchesne-Fournet ». Paris, 1906. 
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presentano i camini delle ultime eruzioni che hanno dato i tufi_ ricoprenti 
le arenarie e le sabbie gialle, ed i piegamenti sono accentuatt in vicinanza 


di questi dicchi. 
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Fig. 1. — Sezione dai M. Boccam a Balci 


t Arenarie variegate (arenarie superiori); 2 Vulcaniti della serie trappica 
(2a basalti porfiroidi, 2b Lave acide); 3 Arenarie e Sabbie gialle con 
lenti di argilla; 4 Vulcaniti recent. 
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Fig. 2. — Sezione longitudinale della Valle del. Gherbadi. 


1 Arenarie variegate (arenarie superiori); 2 Vulcaniti della serie trappica 


(2a basalti porfiroidi, 2b tufi, 2¢ lave acide); 3 Arenarie e sabbie gialle 


con lenti di argilla; 4 Vulcaniti recenti. 


Le arenarie variegate non contengono fossili, per cui ¢ impossibile attri- 
buire loro un’eta certa; si possono solo fare delle induzioni e delle ipotesi. 
Il Duparc, in uno spaccato ideale dell’altipiano e della fossa dell’ Auasc , 
ammette che sulle roccie cristalline del basamento riposino le arenarie di 
Adigrat, e su queste i calcari del Giura-lias. L’Aubry, in uno spaccato della 
valle dell’Abai @, in una zona, cioé, molto vicina a quella in esame, mostra 


(1) L. Duparc et E. Motty., Sur la tectonique de TP Abyssinie. «C. R. Soc. Phys. et 


Hist. Nat. Genéve», 44, 1927. 
(2) A. Ausry, Observations géologiques sur les Pays Danakils, Somalis, le Royaume du 


Choa et les Pays Gallas. «Bull. Soc. Géol. Fr.», 14, 1886. 


che i trappi dell’altipiano riposano direttamente sopra un complesso di strati 
che il Krenkel attribuisce al Cretaceo inferiore, costituiti da conglomerati ed 
arenarie, che formano il complesso chiamato delle arenarie superiori o sopra- 
calcaree. Il Dreyfuss, nello spaccato Dire Daua—Harrar “), pone le arenarie 
superiori anche sulle zolle di frattura verso l’orlo settentrionale dell’altipiano 
somalo. 

Le arenarie in questione differiscono nell’aspetto dalle arenarie di Adigrat, 
e non credo che si possano attribuire alla serie di Adigrat, perché in nessun 
posto afhorano gli scisti cristallini sui quali dovrebbero riposare, né si hanno 
nella zona prove dell’esistenza di calcari giurassici che dovrebbero ricoprire 
le arenarie. 

Si hanno invece prove indirette dell’esistenza di caleari soggiacenti alle 
arenarie in questione: infatti, ovunque, in rapporto a delle sorgenti, affioranti 
sempre al contatto fra le arenarie ed i basalti, o fra i basalti ed i tufi 
soprastanti, si hanno dei depositi di travertino; il che dimostra che le acque 
emergenti sono ricche di carbonato di calcio, arricchimento che pud essere 
attribuito, in massima parte, allo scorrere delle acque stesse attraverso strati 
di rocce calcaree, poiche i basalti che potrebbero dare per disfacimento dei , 
plagioclasi sodico-calcici un notevole apporto di carbonato di calcio, si pre- 
sentano pressoché inalterati. 

Credo percio che queste arenarie possano attribuirsi alla facies arenacea 
del Cretaceo inferiore, ed essere considerate quindi come arenarie superiori 
oO sopracalcaree. 

A queste arenarie sono sovrapposte le vulcaniti. Lo Stefanini @ é incerto 
a quale serie attribuirle. A me mancano gli elementi petrografici per ten- 
tare una distinzione di queste vulcaniti in trappi della serie di Magdala o di 
Ascianghi, e serie di Aden; debbo pero accettare la distinzione di Lamare 
in due serie, una stratoide, costituita da una colata basaltica ed almeno tre. 
colate di lave acide (e queste lave devono essere fluite anteriormente alla 
formazione delle fratture che hanno originato lo sprofondamento della fossa 
dell’Auasc); una seconda molto pili recente, corrispondente alla serie di Aden, 
alla quale vanno attribuite le eruzioni che coprono le sabbie ed arenarie gialle 
giacenti sopra i trappi, eruzioni molto limitate sull’altipiano dello Scionkora, 
estesissime sul Mingiara. Che queste eruzioni, eminentemente esplosive, siano 
posteriori alla deposizione delle sabbie ed arenarie gialle, € provato anche 
dal fatto che lungo la valle del Gherbadi si incontrano dei dicchi che tra- 
versano le arenarie sopracalcaree, i trappi e le arenarie gialle; nonché dal- 
lesistenza di un banco di ceneri giacente sulle arenarie gialle, racchiudente 
una ricca fauna di gasteropodi di acqua dolce, nel punto ove la valle del 


(1) M. Dreveuss, Itinéraire géologique de Diré-Daoua & Harrar. « Bull. Soc. Hist. 


nat. du Doubs», 1931. 
(2) G. SrEFANINI, Saggio di una carta geologica dell’ Eritrea, della Somalia e del? Etiopia. 


Note illustrative. Firenze, 1936. 
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Gherbadi, sboccando nel tavoliere del Mingiara, piega verso est; questa fauna 
é del tutto uguale a quella vivente nelle acque stagnanti della regione. 

Una fauna identica l’ho rinvenuta nel fondo della valle dell’Auasc, a 
Metahara, racchiusa in un banco di pozzolana. 

Non trovandosi in esse specie estinte, queste faune debbono essere attri- 
buite al Quaternario. 

In base a queste osservazioni. mi sembra che si possa asserire che i 
fenomeni geologici nella regione si siano succeduti nel seguente ordine: 

1° deposizione delle arenarie sopracalcaree (cretacee); 

2° eruzione della serie stratoide; 

3° sprofondamento della fossa dell’Auasc ; 

4° sedimentazione delle sabbie ed arenarie gialle, in ambiente almeno 
paludoso ; 

5° eruzioni della serie di Aden, localizzate nel fondo della fossa e 
lungo gli orli delle fratture. 

Resta cosi confermato che lo sprofondamento della fossa dell’Auasc e 
avvenuto in tempi recenti, forse nell’Oligocene come ritiene il Krenkel “, 
il quale ammette ancora che la valle dell’Auasc rappresenti un termine di 
unione imcompleto ed ancora in procinto di sviluppo fra la depressione 
eritrea e quella est-africana, ipotesi confermata anche dall’esistenza di 
numerose sorgenti termali lungo le faglie, e di fenomeni  post—vulcanici 
nella zona del Fantalé e dei M. Boseti. 


(1) E. Krenxet, Abessomalien. « Handbuch der Regionalen Geologie», VII, Heidelberg, 
1926. 


Fisiologia. — Di una possibilita di sintest della vitamina 
antiscorbutica nella cavia\?. Nota™ di M. Miro to, presentata 
dal Socio S. BaGuriont. 


La questione di una sintesi delle vitamine nell’organismo animale é 
oggi una delle pik controverse. Ho avuto, di recente, occasione di esporne 
lo stato attuale G); in questa Nota riferisco i risultati di alcune prove in 
vitro, che sono la conseguenza di un mio precedente studio sulle correla- 
zioni intervitaminiche “; in esso ripetutamente osservai che, se a cavie tenute 
a dieta scorbutogena (ad libitum) si somministrava una larga dose quoti- 
diana di complesso vitaminico B, sotto forma di lievito di birra secco (gr. 10, 
pro die e per animale), in modo da realizzare le condizioni di avitami- 
nosi C e contemporanea ipervitaminosi B, la durata di sopravvivenza 
delle cavie era pil lunga (36-39 giorni) di quella degli animali in stato di 
semplice avitaminosi C (23-29 giorni). La perdita di peso era scarsa, il 
pelame si manteneva sempre in buone condizioni, gli altri sintomi scor- 
butici (dolori articolari e nucali alla pressione), assai lievi, comparivano 
con ritardo. Gli animali giungevano a morte, dopo aver avvertito, negli 
ultimi tempi, soltanto lieve dolenzia alla pressione in corrispondenza delle 
giunture, non tumefatte. All’autopsia le emorragie, di scarsa entita, erano 
visibili solo negli organi interni e sotto la cute, non nelle articolazioni. 
Sicché un ritardo ed una evidente attenuazione dei sintomi, un discreto 
prolungamento della sopravvivenza, la mancanza di dolori veri e propri alla 
pressione sulle giunture e di emorragie articolari sono le caratteristiche 
della cavia a vitto.scorbutogeno, ma ricco di complesso B. Non sembra 
facile dare una spiegazione di questo fatto; Ja pil semplice sarebbe che 
animale, posto nelle speciali condizioni di esperimento, sia in grado di 
elaborare per suo conto una certa quantita di vitamina C, utilizzando mate- 
riali pid. semplici ricavati dallo stesso vitto scorbutogeno e dall’eccesso di 
lievito di birra. 


Intanto @ certo che il lievito di birra secco non contiene il fattore vitaminico C, 
come risulta dalle prove biologiche di Hess (s); lo stesso stato di secchezza del lievito di 
birra esclude il fatto che esso possa contenere Ja vitamina antiscorbutica. Per il lievito di 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Fisiologia umana della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 21 giugno 1938. 

(3) M. Mrroto, Vitamine. — Odierni aspetti del problema. Rosemberg e¢ Sellier, 
Torino, 1937. 

(4) Iv., «Il Problema Alimentare», VI, 1936, 47. 

(5) A. F. Hess, «Proc. Soc. Exp. Biol. a. Med.», XII], 1916, p. 145. 


birra la prova biologica é di fondamentale importanza, perché, con i metodi chimici di 
dosaggio del fattore C, basati sulla sua proprieta ossido-riducente, si ottengono valori di 
riduzione degli indicatori che non sono da attribuire alla presenza di vitamina antiscorbu- 
tica nel lievito stesso. Ricorderd che il lievito di birra € stato uno dei materiali pit usati 
negli studi sul meccanismo dei processi di ossidazione: Thunberg, Ahlgren, Harden, Meye- 
rhof, von Euler, Nilsson, Lipmann e specialmente Wieland e Collaboratori hanno stabi- 
lito che i lieviti posseggono reduttasi. (deidrogenasi) atte, fra Paltro, a ridurre (scolorare) 
il bleu di metilene. Anche la tionina, l’indigodisulfonato, il bleu Nilo, il bleu di cresile, 
il verde Janus sono totalmente o parzialmente ridotti dal lievito, a pH 7.2, in presenza 
di Ringer glucosato; mentre altri indicatori di ossido—riduzione, che hanno un rH al disotto 
di 6, restano immodificati (Aubel e Genevois,(")). Gli stessi effetti si hanno per la pre- 
senza, nei lieviti, del glutatione, ivi scoperto da Hopkins, e che oggi si prepara, con tecniche 
sempre pil perfezionate, dai lieviti stessi (Pirie, (2); Regnier, G); Kozlowski, (4)). Secondo 
Lebedew (5), l’autolisato di lievito fresco scolora, anche dopo ebollizione, il bleu di meti- 
lene, proprio per opera del glutatione. Fabre e Simonnet (6), in una serie di ricerche sul 
lievito di birra in rapporto ai fenomeni di ossido-riduzione, hanno visto che il lievito 
fresco, quand’é lavato, non cede all’acqua di lavaggio alcun legame sulfidrilico; cid, invece, 
avviene o per estrazione del lievito fresco con ac, tricloracetico, oppure dopo distru- 
zione della sua struttura cellulare mediante disseccamento (o aggiunta di cloroformio) ; 
in tal caso il lievito di birra cede all’acqua di lavaggio Jegami sulfidrilics, e contempora- 
neamente sostanze capaci di ridurre la cistina a cisteina. 

Abbiamo voluto controllare la giustezza, o meno, dell’ ipotesi di una elaborazione 
endogena del fattore vitaminico C, indagando con esperienze in vitro quali siano even- 
tualmente gli organi deputati alla sintesi. All’uopo si sono impiegati organi sia di cavie 
tenute (nello stabulario) a vitto normale (foglie fresche di cavolo), sia di cavie a regime 
scorbutogeno (tutte di sesso maschile); queste ultime ricevevano l’alimento di Lomba e 
Randoin (7), consistente (per 100 gr.) di 84 gr. di farina di fagiuoli, cotta per un’ora in 
poca acqua, raffreddata ed impastata con lievito di birra medicinale, secco polverato (Merck) 
er. 3, burro gr. 4.5, lattato di calcio (Merck) gr. 5, cloruro di sodio (Merck) gr. 1.5, 
agar—-agar polverato (Merck) gr. 2, Le cavie in avitaminosi sono state sacrificate rispet- 
tivamente dopo 3, 5, 7, 11, 15, 19, 23 giorni di dieta scorbutogena; la sintomatologia 
da esse presentata € stata sempre quella ben nota. Appena ucciso (per compressione alla 
nuca) Vanimale sia normale, sia in avitaminosi C, si prelevavano rapidamente alcuni 
organi, dopo averli privati, per quanto era possibile, del sangue. Gli organi adoperati sono 
stati Pencefalo, i reni, il fegato, P intestino tenue, i surreni, la milza; il lume del tenue 
€ stato aperto, privato del contenuto e lavato abbondantemente con acqua distillata; dato 
il loro piccolo peso, surreni e milza sono stati spesso adoperati insieme. Per ogni organo 


la disposizione sperimentale (in grosse provette da centrifuga a fondo conico) é stata la 
seguente : 


I* provetta: organo parte aliquota, finemente tagliuzzata, + sabbia silicea purificata 
(lavata con acido e arroventata; Merck) gr. 0.5 + sol. Ringer—-Locke (preparata con pro- 


(1) E. Auser e L. Genevois, «Compt. Rend. Ac, Sc.», CLXXXIV; 1927, p. 1676. 

(2) N. W. Pirie, «Biochem. Journ.», XXIV, 1930, p. 51. 

(3) M. Tu. ReGnier, «Compt. Rend. Soc. Biol.», CXII, 1933, p. 526. 

(4) A. KozLowsx1, «Science», 1934-I, p. 388. 

(5) A. Lepepew, « Fermentforsch. », IX, 1926, p. 74. 

(6) R. Fapre e H. Simonner, «Compt. Rend. Ac. Sc.», CXCI, 1930, p. 1075; 
CXCII, 1931, p. 852; «Bull. Soc. Chim. Biol. », XIII, 1931, p. 923. 


(7) J. L. Lompa e L. Ranpoin, «Compt. Rend. Ac. Sc.», CLXXVI, 1923, 
p. 1003. 


dotti chimici Merck) cc. 6 + sol. smorzatrice di fosfati (Fraenkel e Landau) secondo Séren- 
sen a pH 7.38, cc. 4; con bacchettina di vetro, a estremita ottusa e smerigliata, si smi- 
nuzzava il tessuto; indi si aggiungevano lievito di birra medicinale, secco polverato (Merck) 


gr. 1 + alimento scorbutogeno di Lomba e Randoin (preparato di fresco) gr. 3; si mesco- 
lava, € sopra si stratificavano 2 cc. di toluolo (Merck). 


24 provetta (I controllo): sabbia silicea purificata gr. 0.5 + sol. Ringer-Locke cc. 
6 + sol. smorzatrice cc. 4+ lievito di birra secco polverato gr. 1 + alimento scorbuto- 
geno di Lomba e Randoin gr. 3; si mescolava, e sopra si stratificavano 2 cc. di toluolo 
(Merck). Questo I controllo si faceva in doppio. 


3* provetta (II controllo): organo parte aliquota (quantita uguale a quella della 
18 provetta) finemente tagliuzzata, + sabbia silicea purificata gr. 0.5 + sol. Ringer-Locke 
cc. 6+ sol. smorzatrice cc. 4; con bacchettina di vetro, a estremita ottusa e smerigliata, 
si sminuzzava il tessuto, mescolando e stratificando 2 cc. di toluolo (Merck). 

Le tre provette venivano incubate in termostato a 37°C. per un numero d’ore varia- 
bile (da 3 a 23). Indi a ciascuna provetta si aggiungevano 5 cc. di sol. di ac. triclora- 
cetico (Merck) al 10°/, (raffreddata in ghiacciaia), e si centrifugava per 10’. Il liquido 
sopranatante (generalmente opalescente) era decantato in un bicchierino; dopo aver posto 
nel tubo da centrifuga altri 5 cc. di acqua bidistillata fredda, si ricentrifugava per altri 5’; 
il nuovo liquido sopranatante (anch’esso opalescente) era decantato e mescolato col prece- 
dente nel bicchierino; un terzo lavaggio non si dimostrd necessario. Si procedeva poi al 
dosaggio della capacita riducente dell’estratto, adoperando una sol. madre (1 : 500) dell’ in- 
dicatore di ossido-riduzione 2 : 6-diclorofenoloindofenolo (della Ditta B. D. H. di Londra) 
diluita perO 20 volte prima dell’uso. L’estratto in esame (in tutto 20 cc.) era aspirato 
frazionatamente in una microburetta (graduata in centesimi) e si faceva cadere, goccia a 
goccia, in un bicchierino contenente cc. 1 della sol. diluita di indicatore. Pur essendo gli- 
estratti generalmente opalescenti, il viraggio del colore si distingueva abbastanza bene. 

Nelle esperienze, il II controllo (cioé il contenuto della 32 provetta) esprimeva il 
valore riducente dell’organo in esame; aggiungendo a questo il valore riducente del I con- 
trollo (cioé del contenuto della 2 provetta: lievito di birra + alimento scorbutogeno) si 
sarebbe dovuto avere il valore riducente della 14 provetta (organo + lievito di birra +4 ali- 
mento scorbutogeno). Nel caso che il valore riducente del contenuto della 12 provetta 
fosse stato inferiore alla somma dei valori riducenti del contenuto delle altre due provette, 
si poteva dedurre che una certa quantita di sostanza riducente, dosabile col 2 : 6~dicloro- 
fenoloindofenolo, fosse andata distrutta o trasformata, oppure che i fenomeni di distru- 
zione o°trasformazione avessero la prevalenza sui processi di sintesi; mentre, nel caso 
che il valore riducente della 1@ provetta fosse stato superiore, si poteva pensare o alla 
formazione ex novo di una certa quantita di sostanza riducente, oppure al prevalere dei 
processi di sintesi su quelli di distruzione o trasformazione della sostanza stessa. 

Pur negando ogni specificita all’indicatore per la vitamina antiscorbutica (), anche 
se impiegato secondo Birch, Harris, e Ray (2), nelle presenti esperienze abbiamo presup- 
posto che l’eccesso di sostanza riducente, eventualmente sintetizzatasi, fosse acido ascor- 
bico (vitamina C) in base ai risultati delle prove biologiche dianzi ricordate G). Per- 
tanto i valori di riduzione, esprimenti la differenza (++) tra le cifre della 1@ provetta 
e quelle della 22 + 3% provetta, sono stati convertiti in di ac. ascorbico; abbiamo per- 


(1) M. Mrroto, «Boll. Soc. Ital. Biol. sperim.», IX, 1934, p. 518. 
(2) T. W. Bircu, L. J. Harris e S. N. Ray, «Biochem. Journ, », XXVII, 1933, 


Pa 590: 
(3) eoes cit: 


Renpiconti. 1938, Vol. XXVIII. 3 


cid standardizzato la sol. dell’indicatore contro una soluzione di acido l-ascorbico (Hoff- 
mann-La Roche), sciogliendo gr. 0,05 di ac. l-ascorbico in 250 cc. di sol. di ac. triclo- 
racetico al 10°/, e portando la soluzione a 1 litro con H,O. In 1 cc. di questa soluzione 
sono contenuti y 50 di acido I-ascorbico. Titolando contro soluzione. diluita di indicatore, 
abbiamo trovato, come media di 5 prove, che 1 cc. di indicatore ¢ scolorato (ridotto) da 
cc. 0,734 della soluzione, ossia da y 36,7 di acido l-ascorbico. E stato quindi facile calco- 
lare il valore in acido ascorbico dei 20 cc. dell’estratto ricavato da ciascun organo di 
cavia. 
I risultati delle esperienze sono riassunti nelle due tabelle. 


Dalle tabelle risulta che la possibilita di sintesi della vitamina C da 
parte di alcuni organi di cavia (a dieta normale o scorbutogena) € messa 
in evidenza soltanto prolungando fino a 20-23 il contatto tra organo e 
dieta scorbutogena + eccesso di lievito di birra, in termostato a 37° C. Per 
tale durata, mentre una parte della sostanza riducente va distrutta (come 
risulta dalle cifre della 3* provetta—II controllo), i processi di sintesi pre- 
valgono su quelli di scissione; se invece il tempo di contatto si riduce 
a 3-4", i valori ottenuti sono generalmente negativi, cioe o non si € neo- 
formata vitamina C, oppure per questa i fenomeni catabolici sono pit attivi 
di quelli anabolici. 

Concludendo : 

1° In cavie a dieta normale il fegato, ]a milza e 1 surreni, l’intestino 
tenue, i reni, l’encefalo, nelle condizioni sperimentali anzidette, sono in grado 
di sintetizzare in vitro una certa quantita di sostanza riducente I’ indicatore 
2 : 6-diclorofenoloindofenolo, quando sono incubati (in termostato a 37° C.) 
per un tempo suffciente, in presenza di alimento scorbutogeno (di Lomba 
e Randoin) ed un eccesso di lievito di birra secco. 

2° Nelle stesse condizioni di esperimento, il fegato e |’intestino tenue 
di cavie carenzate di fattore antiscorbutico dimostrano (in vitro) ancora dopo 
19 giorni di avitaminosi la capacita di sintetizzare uma certa quantita di 
sostanza riducente. Invece, dopo il quinto giorno di dieta scorbutogena, 
lencefalo, 1 surreni e la milza perdono il potere di sintesi (0 comunque 
questa non appare dalle cifre di riduzione); per i reni tale proprieta cessa 
dopo il terzo giorno di avitaminosi. | 

3° In base ai risultati delle precedenti ricerche biologiche “, secondo 
cul cavie in avitaminosi C e contemporanea ipervitaminosi B sopravvivono 
costantemente 10-13 giorni in pit di quelle in semplice avitaminosi C, 
e sono colpite con ritardo da una sindrome scorbutica attenuata, é presu- 
mibile che la sostanza riducente, elaborata dai vari organi di cavia nor- 
male o in avitaminosi C (a partire da materiali pit’ semplici contenuti nel 
vitto scorbutogeno e nell’eccesso di lievito di birra secco), sia il fattore 
antiscorbutico (ac. ascorbico). 


(a). Boe rert: 
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La quantiti di vitamina C neoformata andrebbe ad accrescere le riser- 
ve tissulari di acido ascorbico, che si trovano sempre negli animali posti a 
dieta scorbutogena, agli inizi della carenza; e permetterebbe lo speciale 
comportamento delle cavie in avitaminosi C e contemporanea ipervitami- 
nosi B, di fronte a quello delle cavie in semplice avitaminosi C. Tuttavia, 
col venire gradualmente meno, nel corso della carenza alimentare, della 
proprieti vitaminosintetica degli organi, e col consumarsi della riserva di 
-fattore antiscorbutico e della quantita neoformata di esso, la cavia risente 
il danno causato dal deficit di acido ascorbico e soccombe con una sindrome 
di scorbuto attenuato. 


- Fisiologia. — Sz/ comportamento del cuore nell epilessia da 
faradizzazione corticale\. Nota™ di E. FuLCHIGNONI, presentata 
dal Corrisp. C..C1accio. 


Le notizie sul comportamento degli organi interni durante l’accesso epi- 
lettico sono ancora molto scarse; solo alcune perturbazioni organiche - specie 
a carico dell’apparato respiratorio e circolatorio — sono state finora oggetto 
di analisi. 

Fr. Franck esploro il comportamento degli organi circolatori merce la 
registrazione grafica della pressione arteriosa nel cane. Egli vide che all’inizio 
dell’accesso il numero delle pulsazioni cardiache diminuiva rapidamente; che 
all’inizio della fase clonica si aveva invece ripresa della frequenza primitiva 
e subito dopo tachicardia, la quale durava per tutta la fase clonica e andava 
a mano a mano decrescendo, con il diminuire delle scosse muscolari, fino 
a stabilizzarsi al termine dell’accesso. Mentre il comportamento del cuore 
appariva relativamente costante, la pressione arteriosa mostrava invece molte 
variazioni, specie nella fase tonica: in certi casi la si vedeva diminuire, in 
altri restare immutata o aumentare. Questo comportamento apparentemente 
paradossale, secondo il Lamy: «... sexplique trés aisément par les modifications 
cardiaques concomitantes. Le ceur subit-il un ralentissement considerable, la 
pression tend. de ce fait d baisser; si elle ne change pas, ou elle monte au con- 
traire, c'est que influence cardiaque a eté compensée ou méme surpassée par le 
Spasme des vaisseaux périphériques » %), 


(1) Lavoro eseguito negli Istituti di Fisiologia e di Radiologia della R. Universita di 
Messina. 


(2) Pervenuta all’Accademia l’11 luglio 1938. 
(3) C. Ricuer, Dictionnaire de Physiol., 1902, V, 487. 
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"Oltre a queste vecchie (ed interessanti) osservazioni di Fr. Franck, per 
cio che riguarda il comportamento del cuore nell’epilessia sperimentale, non 
mi risulta che altre ne siano state finora eseguite. E sembrato pertanto oppor- 
tuno istituire ricerche sperimentali coll’ausilio dell’indagine radioscopica e 
radiografica (tanto a mezzo di fotogrammi isolati che in serie), cosi da 
potere esplorare il comportamento del muscolo cardiaco nelle condizioni pil 
vicine alle ordinarie. Dapprima si eseguirono numerose ricerche orientative 
per studiare la posizione pili adatta da fare assumere all’animale durante 
accesso: si prescelse quella dorso—ventrale, che oltre a dare una netta rap- 
presentazione della corrispondenza di ogni singolo elemento cardiaco con le 
curve marginali dell’ombra cardiaca, permetteva di seguire con sufficiente 
chiarezza le singole contrazioni dei ventricoli e degli atri. Fu  particolar- 
mete curato il sistema di contenzione, poiché ¢ noto come i pit lievi sposta- 
menti, sul piano longitudinale o trasversale, possono dare ombre artificiali 
e diametri diversi da quelli effettivi. Tanto pit delicato si presentava il 
problema, in quanto lo scoppio dell’accesso non avrebbe consentito l’esame 
radioscopico del, viscere. se non in condizioni di assoluta immobilita del 
torace. 

A tale riguardo si procedette cosi: si operava preliminarmente di cra- 
niectomia l’animale, mettendo a nudo la zona sensitivo—motrice di un emi- 
sfero. Successivamente lo si immobilizzava sul dorso, su di una sottile lista 
di legno (50 mm. di spessore) per mezzo di una sacca di tela forte, da cui 
fuoriuscivano la testa e gli arti. La tela era fissata al tavolo a mezzo di pun- 
tine da disegno ed aderiva strettamente a tutto il corpo dell’animale, con- 
sentendogli pero Je escursioni respiratorie. Quindi si portava l’animale su 
Viposcopio; dopo di avere eseguito qualche radiogramma normale, si pro- 
vocava l’accesso per mezzo della diretta faradizzazione di un centro sensi- 
tivo—motore (centro dell’orbicolare) precedentemente identificato, La faradiz- 
zazione avveniva a mezzo di un elettrodo stigmatico di S. Baglioni @); l’elet- 
trodo indifferente veniva applicato ad un lembo della ferita cutanea ; la cor- 
rente faradica era fornita da un induttorio a slitta del Du Bois-Réymond, 
alimentato dalla corrente stradale ridotta di voltaggio a mezzo di un comune 
reostato. 

Procedendo nella stimolazione (intensa e prolungata) del centro, nella 
attesa delle prime manifestazioni epilettiformi, si aveva cura di interrom- 
pere frequentemente la faradizzazione per controllare il comportamento del 
cuore. La stimolazione cessava appena si manifestavano le prime reazioni 
evidenti (clono netto e frequente dell’orbicolare). Allora, durante |’evolu- 
zione dell’accesso, si osservava con la massima attenzione il comportamento 
del volume e della frequenza del cuore in rapporto alla fase dell’accesso, 


(1) L’elettrodo veniva preparato nella forma suggerita da M. Ozor1o DE ALMEIDA 
e G. Martino, «Arch. di Fisiol.», 4, 1933,.p. 593. 
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che era rivelata dal comportamento degli arti fuoruscenti dell’apparecchio 
di immobilizzazione. 

Esauritosi questo primo accesso, si raccoglievano i dati radioscopici 
osservati e si lasciava l’animale in riposo per una diecina di minuti. Poi si 
provocava un altro accesso, sempre con la stessa tecnica (stimolazione fara- 
dica ritmica del centro dell’orbicolare), e durante questa seconda prova Si 
procedeva alla documentazione radiografica. Si eseguivano sempre quattro 
radiogrammi in serie: il primo in condizioni normali, il secondo all’inizio 
della fase tonica, il terzo all’inizio della fase clonica finale, il quarto alla 
fine dell’accesso. 


I risultati ottenuti si possono riassumere cosi: 

AlPinizio e per tutta la durata della fase tonica il torace si presenta in 
posizione espiratoria con conseguente ipodiafania polmonare; il diaframma 
é fortemente sollevato, con qualche scossa clonica iniziale che non é in 
rapporto con lo stato della muscolatura periferica. Durante tutto questo periodo 
il cuore ¢ immobile in forte diastole. 

Alla comparsa della fase clonica successiva sopravvengono respirazioni 
irregolari per ritmo; il polmone si illumina, il diaframma si abbassa, e nel 
cuore appaiono pulsazioni ampie e frequenti. J/ volume del cuore in questa 
fase appare nettamente rimpicciolito. 

Questi risultati, che furono regolari e costanti in tutti 1 numerosi esperi- 
menti eseguiti, rivelavano |’esistenza di un arresto diastolico del cuore durante 
la fase tonica dell’accesso. La diastole in tali condizioni superava di gran 
lunga, per ampiezza dei diametri trasversali, ogni altra diastole osservabile 
durante la normale rivoluzione cardiaca (fig. 1); allo stesso modo come il 
rimpicciolimento che era possibile osservare all’inizio della fase clonica sem- 
brava piu eccentuato di quello rilevabile durante un normale periodo sisto- 
lico. Queste osservazioni (perfettamente concordanti colle precedenti di 
Fr. Frank) imponevano naturalmente lindagine diretta ad accertare se la 
dilatazione cardiaca (osservata durante la fase tonica) fosse dovuta all’au- 
mento contemporaneo della pressione endotoracica, oppure rappresentasse 
una vera diastole attiva, nel senso di Luciani, cioé promossa e regolata da 
impulsi viaggianti per il vago. Pertanto eseguimmo nuove osservazioni, spe- 
rimentando (su uno stesso animale) prima e dopo la recisione dei vaghi. In 
questa seconda serie di ricerche si procedeva cosi: si scoprivano e si isolavano 
i due pneumogastrici al collo, prima ancora di eseguire la craniectomia e la 
ricerca del centro sensitivo-motore; si provocava un secondo accesso epiletti- 
forme nell’animale a vaghi integrie si registrava con le solite modalita il com- 
portamento del cuore; poi si ripeteva l’osservazione dopo recisi i due nervi. 

Ecco i risultati ottenuti: nell’animale, vaghi recisi, il cuore non subisce 
V’arresto diastolico che si ha nelle ordinarie condizioni ed il volume del 
viscere non supera mai quello di una diastole ordinaria (figg. 2 e 3). 
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Prima dell’accesso 


Prima dell’accesso 


Fig. | 
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Cane vagotomizzato 


Durante l’accesso (fase tonica) 


Durante l’accesso (fase ftonica) 


1-2. — Prima della vagotomia (prima e durante l’accesso). 


3-4. — Dopo della vagotomia (prima e durante l’accesso). 


Fig. III. 


Esso inoltre non diminuisce di volume durante la fase clonica finale 
come avviene nell’animale a vaghi integri. 

Sembra dunque doversi ammettere che eccitamenti centrifughi, durante 
l’accesso epilettiforme, per la via dei vaghi pervengano al cuore e ne mo- 
difichino lattivita. 
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Fisiologia (Chimica biologica). — Metodo per la determt- 
nazione volumetrica di piccole quantita di argento in tessuti e 
liguidi dell’ organismo'?. Nota di A. CURATOLO, presentata 
dal Corrisp. S. BaGLiont. 


Essendocisi presentata l’occasione di dover determinare piccolissime 
quantita di argento in organi di animali da esperimento, non abbiamo tro- 
vato, nella letteratura compulsata, nessun metodo adeguato, che ce lo con- 
sentisse. ; 

Infatti i metodi finora descritti sono ponderali ‘), implicano estrazione 
dell’ Ag come AgCl e successiva determinazione per pesata, e non permet- 
tono dosagei con una approssimazione di apprezzamento dell’ ordine di 
‘centesimi di milligrammo, come appunto a noi sarebbe stato necessario. 

Abbiamo percid studiato la possibilita di attuare un micrometodo di 
determinazione volumetrica; e, dopo superate non poche difhcolta, siamo 
riusciti ad elaborarne uno, che, in numerose e rigorose prove di accerta- 
mento, ci si é finora dimostrato bene adeguato allo scopo. 

I punti principali, che é utile discutere, per rendersi esatto conto dei 
fondamenti del metodo sono due: 

1° la possibilita di ottenere dal materiale in esame l’Ag, nelle con- 
dizioni pil appropriate per evitare perdite; 

2° la possibilita di pervenire a un’esatta determinazione volumetrica 
dell’ Ag, cosi ottenuto. 

Per cio che riguarda Ja prima questione occorre rilevare, che la disor- 
ganizzazione delle sostanze organiche, nel caso dei metodi ponderali finora 
noti, era ottenuta mediante incenerimento in crogiuolo. Ma nelle prove da 
noi cosi eseguite non siamo riusciti a evitare una perdita di Ag relativa- 
mente notevole, che in seguito abbiamo avuto buone ragioni per mettere 
in rapporto con la presenza di cloruri nel materiale esaminato, e con la for- 
mazione di AgCl. Infatti addizionando al materiale in esame un eccesso di 
NaCl, costantemente abbiamo osservato, che, al termine della combustione, 
la piccola quantita di Ag, aggiunta a scopo sperimentale, era praticamente 
scomparsa. La spiegazione del fatto diviene ovvia tenendo presenti due asser- 
zion, che si possono leggere nella Enciclopedia di Chimica del Selmi“, dove 


(1) Lavoro eseguito presso l’'Istituto di Chimica biologica della R. Universita di 
Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia I’r1 luglio 1938. 

(3) E. Menecuerti, «Bioch. e Ter. Sp.», XVII, 1930, p. 237. 

(4) F. Sermt, Enciclopedia di Chimica, U. T. E. T., vol. II, 1874, p. 390. 
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a proposito dell’AgCl & detto, che «quando esso fonde (260°) comincia a 
volatilizzare », e che « quando & fuso passa attraverso il crogivolo a somi- 
glianza del litargirio ». 

Davanti ad una tal causa di errore abbiamo creduto opportuno rinun- 
ziare all’ incenerimento in crogiuolo, ed abbiamo provato ad ottenere la disin- 
tegrazione delle sostanze organiche per via umida. 

Il miglior risultato, in tal senso, si &é ottenuto colla combustione del 
materiale da esaminare in acido solforico, aggiungendo tracce di solfato di 
rame, come nel metodo di Kieldahl, pil alcune gocce di acido nitrico. 

Al termine della combustione, cosi eseguita, nel miscuglio tutto I’ Ag 
si trova come solfato di argento, che, per aggiunta di HCl in eccesso, pre- 
cipita completamente come AgCl, assolutamente separabile. 

Risoluto cosi in modo affatto soddisfacente il primo problema, rima- 
neva laltro della determinazione volumetrica del AgCl. 

A tal proposito nulla abbiamo trovato nella letteratura all’infuori di 
una proposta di G. A. O. Haslewood ©), il quale, sciogliendo del AgCl in 
una soluzione N/20 di tiosolfato sodico, ottiene, per aggiunta di acido acetico 
glaciale, un precipitato, che sarebbe costituito da un tiosolfato doppio di Ag e 
Na, e che avrebbe la formula Ag,Na,(S.O,),. Egli ritiene possibile valutare 
quantitativamente l’Ag, attraverso la determinazione iodimetrica dello S,O,. 

Senza addentrarci nei dettagli, che ci impegnerebbero in una lunga discus- 
sione, diciamo subito, che i risultati ottenuti dalle molteplici e scrupolose 
prove, eseguite per dare pratica attuazione al suggerimento di Haslewood, 
non ci hanno incoraggiato a persistere. 

Non avendo pertanto potuto accogliere il suggerimento di Haslewood, 
abbiamo pensato alla possibilita, che, riducendo il AgCl ad Ag metallico, e 
quindi sciogliendo questo in acido nitrico, lo si sarebbe potuto determinare 
volumetricamente come AgNQ,, secondo il metodo di Volhard. 

Seguendo tale concetto, abbiamo esplorato varie vie per ottenere in 
condizioni convenienti la trasformazione de! AgCl in Ag metallico; e diciamo 
subito, che il procedimento pit rapido e pratico, nelle nostre mani, si € rive- 
lato quello, consistente nel trattare a caldo, in ambiente alcalino, con aldeide 
formica. L’Ag metallico cosi ottenuto viene lavato; e poiche ossido di Ag 
pud, in tracce, formarsi durante il processo di riduzione, il lavaggio noi lo 
abbiamo praticato con una soluzione di KOH al 102/,, in cui l’ossido, al 
pari del metallo, & insolubile. } 

Dopo il processo di riduzione e dopo lavaggio il residuo viene disciolto 
in acido nitrico. Il AgNO,, che si forma, pud essere agevolmente dosato 
col metodo di Volhard. 

Il nostro metodo, nella migliore forma, che finora abbiamo potuto dargli, 
puo essere descritto esattamente come segue: 


(1) G, A. O. Hastewoop, «J. Chem. Soc. », London, 1936, 1049 C. 


Occorrono dei palloncini di Kieldahl da roo cc., e dei tubi da cen- 
trifuga della capacita di circa 50 cc. di forma conica (sono da sconsigliare 
quelle di calibro uniforme, percht espongono a perdite di Ag durante le 
manipolazioni). 

I reagenti necessari sono: 


1° acido solforico concentrato puro ; 
2° soluzione satura di solfato di rame; 
3° acido nitrico concentrato puro; 

4° acido cloridrico concentrato puro; 


5° Una soluzione preparata con 100 parti di formalina Schering in 
900 di soluzione di KOH puro, esente da cloruri, al 10 °/,; 


6° soluzione di KOH puro, esente da cloruri, al 10 °/.; 
7° reattivo allume—ferrico—-ammonico ; 


8° una soluzione N/200 di solfocianato di potassio esattamente ti- 
tolata. 


Il metodo si esegue in quattro tempi successivi: 


1° Combustione delle sostanze organiche. — L’organo od il frammento di 
tessuto viene messo in un palloncino di Kjeldahl insieme con 10 ce. di acido 
solforico, con 0.5 cc. di soluzione satura di solfato di rame e con 0.5-1 cc. 
di acido nitrico concentrato. I] miscuglio viene quindi messo in combustione 
su fiamma a gas, sotto cappa. 


2° Estrazione dell Ag come AgCl. - Ultimata la combustione, la miscela 
si versa, dopo raffreddamento, in uno dei tubi da centrifuga a fondo conico. 
Il palloncino viene lavato, con piccole quantita di acqua, ripetute volte e 
Pacqua di lavaggio viene sempre versata nel tubo da centrifuga. Quindi, 
sempre nello stesso tubo, si aggiunge circa 1 cc. di HCl conc. Tutto PAg 
precipita allora come cloruro. Il tubo viene messo in centrifuga a circa 
2000 giri per 15’, dopo di che, aderendo il precipitato assai bene al fondo 
del tubo, il liquido soprastante viene cautamente decantato. Dopo la decan- 
tazione i bordi dei tubi vengono asciugati con carta da filtro onde allonta- 
nare il pit possibile ’HCl in eccesso. 


3° Trasformazione del AgCl in Ag metallico. - In un matraccio si met- 
tono a bollire circa 10 cc. della soluzione riduttrice, e quando questa é 
bollente, rapidamente si versa nel tubo, sul cui fondo si trova il precipitato 
di AgCl. Si vedra questo trasformarsi allora prontamente in Ag metallico, 
che rimane al fondo come polvere nera. Dopo aver centrifugato per 3’-5’, 
il liquido riduttore viene aspirato cautamente, facendo bene attenzione di 


non asportare particelle dell’Ag, che male aderisce al fondo della provetta. 
Asportato il liquido riduttore, si versano circa 10 cc. di soluzione 10 °/, 
di KOH nel tubo; si agita dolcemente, e si centrifuga ancora per altri 3’- 
5’ minuti. Si aspira quindi, sempre con molta cautela, il liquido di lavaggio, 
e sul residuo metallico si versano alcune goccie di HNO, purissimo, sino 
a completa soluzione del residuo stesso. 


4° Determinazione volumetrica dell’argento. — Nel tubo da centrifuga con- 
tenente ora la soluzione di AgNO, si fanno cadere circa 5-10 goccie di 
reattivo allume ferrico ammonico, e quindi, da una microburetta tarata ad 
1/100, contenente soluzione N/200 di solfocianato di potassio (o di ammo- 
nio), si fa gocciolare la soluzione sino al viraggio al rosa. Ogni cc. di solu- 
zione N/200 di KCNS impiegato, corrisponde a mmegr. 0.539 di Ag me- 
tallico. 

Il metodo cosi eseguito ci ha fornito finora i risultati che si deside- 
ravano. Ad attestarlo valgano i dati, che riassumiamo nel prospetto che 
segue, e che precisamente sono tutti quelli ottenuti in rigorose prove di 
controllo. 

Ad alcuni cc. di acqua distillata, ovvero a frammenti di organi diversi (del 
peso vario da 1 a § gr.), nonché a 5 cc. di sangue o di urina, il prof. Zagami, 
aiuto dell’Istituto, per incarico del nostro Direttore prof. Amantea, aggiungeva 
quantita determinate di Ag (sotto forma di una soluzione esattamente titolata 
di AgNO,). 

Noi eravamo tenuti all’oscuro sulle quantita di Ag aggiunte. Esegui- 
vamo i dosaggi seguendo scrupolosamente la tecnica descritta, ed infine 
comunicavamo i risultati ottenuti al prof. Zagami, che li confrontava con 
le cifre da lui esattamente annotate. 
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T ABELLA. 
a5 ay Ag aggiunto Ag determinato Sy ples 

N. cui é aggiunto |’ Ag. mmegr. mimer. mmer. 

I Acqua distillata OMO7O se 0.1070 = 

2 ) 0.3210 0.3113 0.0097 
e » 0.1230 O:1177 0.0053 
4 Urina 0.2461 0.2354 0.0107 

5 » 0.0749 0.0588 0.0161 
6 » 0.1070 0.1070 “= 

7 » 0.3210 O3Il3. 5. 0.0097 
8 » 0.1230 0.1177 0.0053 
9 » 0.1444 0.1337 0.0107 
10 » 0.3477 0.3317 0.0160 
II » 0.3477 0.3477 a 
1 Sangue 0.1230 0.1177 0.0053 
13 » 0.3477 0.3317 0.0160 
TAs ihe » 0.1765 0.1605 0.0160 
15 Fegato 0.2461 0.2407 0.0054 
16 » 0.1337 0.1284 0.0053 
17 » 0.4173 0.4066 0.0107 
18 » : 0.26075 0.2568 0.0107 
19 Cervello 0.1575 0.1301 | 0.0184 
20 » , 0.2461 0.2407 0.0054 
21 Testicolo 0.9000 0.0000 = 
22 » 0.1498 0.1498 = 
23 Cuore 0.2247 0.2247 sik 
24 Polmone 0.0642 0.0642 zs » 
25 Milza 0.2705 0.2568 0.0137 
26 Rene 0.3798 0.3798 -+ 
27 Utero 0.3798 0.3798 — 


Fisiologia (Chimica biologica). — Swdl’ effetto di iniezioni 


endomuscolart at estratti acquost di fegato, rene e intestino, sul 
tasso cloroemico del ratto albino’. Nota® di A. SatvarTort, 
presentata dal Corrisp. S. BacGuiont. 


In seguito ai lavori di Duval ©, di Legueu, Palazzoli, ecc., si é po- 
tuto accertare, che nei tessuti traumatizzati si osserva un notevole aumento 
di cloro, tanto che, mentre normalmente, per es. nel muscolo, il tasso di 
questo elemento si aggira intorno all’r per mille, in caso di trauma il tasso 
stesso si eleva fino al 4 e anche al 5 per mille. Cid vale, non solo per i 
traumi occasionali, ma anche per i traumi provocati sperimentalmente. Gli 
autori sopra citati, in una bella ricerca sul coniglio, hanno trovato differenze 
notevoli nei muscoli e in organi, per es. il rene, sui quali si erano provo- 
cati dei traumi chirurgici, rispetto al muscolo e al rene rispettivamente sim- 
metrici non traumatizzati. 

Questo risultato si completa, nel suo valore, con quanto noi abbiamo 
potuto osservare in una ricerca ancora inedita, e cioé che il contenuto in 
cloro di vari organi pari e simmetrici (reni, testicoli, polmone, ecc.), ¢ uguale 
rigorosamente nei due simmetrici. 

Contemporaneamente alla determinazione del cloro negli organi. trau- 
matizzati gli autori sopra citati, hanno determinato il tasso cloroemico prima 
e dopo il trauma, tenendo distinto il plasma dai globuli. Ne ¢ risultata una 
ipocloremia plasmatica, mentre il tasso del cloro globulare non é variato, 
Anche |’ ipocloremia plasmatica non e stata in tutti i casi notevole; ma ¢ 
noto che il tasso cloroemico molto difficilmente subisce variazioni notevoli. 
Comungue, dalle ricerche ora illustrate, si puO trarre con un certo fonda- 
mento la convinzione, che, per effetto di un trauma, certamente si ha un 
aumento di cloro nel tessuto traumatizzato, e molto probabilmente questo 
aumento si effettua a spese del cloro ematico. 

Questo risultato porta un notevole appoggio sperimentale all’ipotesi di 
Chabannier e Lobo—Onnel sul meccanismo dell’ipocloremia post—operatoria. 
Questi autori pensano, infatti, che dai tessuti traumatizzati per l’atto opera- 
torio si liberino delle sostanze tossiche, che vengono neutralizzate dal cloro 


« (1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica biologica della R. Universita di Roma. 
(2) Pervenuta all’Accademia I’11 luglio 1938. 
G) Duval, «Soc. Nat. de Chir. », 1933, p. 975. 
(4) Lecueu,..Pavazzoui ecc., « Bull. Acc. Méd.», 1933, p. 879. 


del sangue, d’onde l’ipocloremia che in genere si osserva dopo gli inter- 
venti. 

Seguendo le conseguenze di questa ipotesi, noi fummo_ portati in un 
precedente lavoro‘, a pensare, che, se I’ ipotesi era giusta, iniettando diret- 
tamente un estratto di muscoli, o di fegato, o di reni, ecc., triturati, si 
sarebbe potuto osservare ipocloremia. In quel lavoro, noi abbiamo infatti 
iniettato in ratti adulti, estratto di muscoli della coscia, della gamba e della 
regione glutea del ratto, ed abbiamo ottenuto in effetti una ipocloremia in 
7 ratti su 10. Nello stesso lavoro, abbiamo voluto tener presenti anche 
le ricerche di Quenu @) e di Duval e Grigaut ), secondo le quali, le sostanze 
che producono l’ipocloremia, sono di natura azotata, e che probabilmente 
almeno una frazione di esse concorre a formare l’azoto non proteico dei 
tessuti. Abbiamo quindi determinato, oltre che il cloro, anche l’azoto non 
proteico del sangue, prima e dopo I iniezione, onde formarci un’idea su 
una possibile relazione tra ipocloremia e azoto non proteico del sangue, in 
seguito ad iniezione di estratto muscolare. 

Proseguendo ora, nel piano di lavoro enunciato ed illustrato nella pre- 
detta nostra Nota, abbiamo iniettato estratto acquoso di fegato, di intestino 
e rene, seguendo nel complesso Ja stessa tecnica, che riassumiamo breve- 
mente. 


Ratti adulti, sani, di taglia media, venivano sacrificati per dissangua- 
mento. Si apriva poi l’addome e si prelevava |’organo voluto, che posto su 
un vetrino da orologio, tarato in precedenza, veniva subito e rapidamente 
pesato. Si passava poi in mortaio di porcellana insieme ad un po’ di silice, 
e si triturava finemente, fino ad ottenere una poltiglia uniforme. Si estraeva 
allora ripetutamente con acqua distillata e st filtrava per carta da filtro molto 
rapida. Per quanto riguarda I’ intestino, dobbiamo dire, che prima di ogni 
altro trattamento, veniva svuotato e poi lavato con acqua distillata. Sul 
liquido cosi ottenuto da ciascun organo, di volta in volta si determinava 
l’azoto totale, l’azoto non proteico e l’azoto amminico. Per le prime due 
determinazioni abbiamo usato il metodo di Kieldahl, servendoci per la distil- 
lazione, dell’apparecchio di Wagner -e Parnas. Per la determinazione del- 
Yazoto amminico, abbiamo usato l’apparecchio di Van Slyke. 

I liquidi ottenuti come sopra, vennero iniettati nella regione glutea in 
ratti adulti di grossa taglia, tenuti ad alimentazione mista per tutta la durata 
delle esperienze. Su ogni ratto abbiamo determinato per tre giorni conse- 
cutivi sia l’azoto non proteico che il cloro del sangue, in modo da avere 
un sicuro dato medio normale. Al 3° giorno, eseguito il prelevamento 


(1) A. Satvarori, «Rend. Acc. Naz. Lincei», XXV, 1937, p. 404. : 

(2) E. Quenu, «Soc. Nat. de Chir.», 5 dicembre 1917 e€ 26 marzo 1919. 

(3) Duvat e Gricaur, «Soc. Nat. de Chir.», 16 ottobre. 1918, p. 1506; Ib., id 
26 marzo 1919, p. 565; «Compt. Rend. Acc, Sc.», CLXXVI, 1918, p. 562. 
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del sangue per i valori normali, abbiamo iniettato in corrispondenza della 
regione glutea 4 oppure 8 cc. di estratto acquoso di organo, preparato di 
fresco con la tecnica sopra descritta. L’animale & stato poi seguito per altri 
tre giorni, determinando nel sangue, ancora l’azoto non proteico e il 
cloro. 

Il sangue per tutte le determinazioni venne prelevato dalla vena cau- 
dale e in parte fatto assorbire, in parte raccolto da una listarella di carta 
da filtro, piegata a doccia, preventivamente bagnata con ossalato di potassio 
€ asciugata a temperatura ambiente. La listarella stessa veniva poi sistemata 
in pesafiltri e pesata. Poiché in precedenza si era tarato sia il pesafiltri che 
la listarella, per differenza si otteneva cosi la quantita di sangue prelevato. 

Dopo cio, per la determinazione del cloro, si travasava quantitativa- 
mente in un becher da cc. 50 e si aggiungevano cc. 2 di permanganato 
saturo, cc. 2 di.acido nitrico concentrato, qualche goccia di allume ferrico, 
e nitrato di argento N/100 in eccesso (in genere cc. 6-9 risultavano sufh- 
cienti). Si riscaldava a modico calore fino a completa decolorazione, e dopo 
raffreddamento, si titolava con solfocianato N/r1oo. 

Per la determinazione dell’azoto, al sangue contenuto nel pesafiltro si 
agegiungevano cc. 2 di acqua distillata e si agitava ripetutamente in modo 
da emolizzare il sangue e da ridurre la listarella di carta da filtro in finis- 
sima poltiglia. Dopo cio si aggiungevano cc. 4 di acido tricloroacetico al 
20°/5, si agitava accuratamente e si lasciava in riposo per tre o quattro ore, 
agitando di tanto in tanto. Passato tale periodo di tempo, si filtrava per 
carta da filtro e si riceveva il filtrato in un palloncino da microkjeldahl, nel 
quale gia si trovavano cc. 1'/, di acido solforico concentrato e cc. 0.5 di 
solfato di rame al 5 °/,. Si procedeva poi alla Kjeldahlizzazione con le usuali 
norme. La soluzione solforica cosi ottenuta veniva passata quantitativamente 
nell’apparecchio di distillazione di Parnas e Wagner, e l’ammoniaca si rac- 
coglieva su acido solforico N/100 in eccesso. Questo veniva poi titolato con 
idrato sodico N/roo. 

Come nel citato nostro lavoro, anche in questo abbiamo determinato 
il fattore di correzione dovuto ai reattivi. Detto fattore ha oscillato tra 
mg. 0.065 e mg. 0.072 di azoto, con un valore medio ricavato da cinque 
determinazioni di mg. 0.068. Da tutti i valori delle nostre determinazioni 
nel sangue abbiamo quindi detratto quest’ultima cifra. | 

La quantita di sangue prelevata, ¢ stata maggiore in queste esperienze 
che non in quelle con estratto di muscoli. Infatti, mentre in quelle abbiamo 
prelevato da mg. 30 a 60 di sangue, in queste ne abbiamo prelevato da 
mg. 150 a 300. Nel predetto nostro lavoro, l’azoto non proteico normale 
ha oscillato intorno ai mg. 100-120 per g. 100 di sangue, e noi, allora, 
mettemmo in evidenza, che questi valori erano certamente un po’ alti, e 
attribuimmo cid alla esiguita del sangue prelevato, esiguita che faceva for- 
temente sentire il suo effetto nel riportare i valori a 100. 
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TABELLA. 
° Azoto iniettato : Azoto non proteico 
© | Organo a Cloro 0/55 mg. per 100 g. 
Eee wale a see 8: di sangue 
© | dicui sie 
oy iniettat Pri Prima 
= | mniettato ie rima 1 D 
eS estratt Totale pice pe della agrees della ri gies 
Z atto proteico nico iniezione In1€Z10NE} jniezione in1ezlone 
1 | Fegato 16 ay 0.90 5.95 52 
5.05 51 
Sty 60 
Spin 70 
2 » 16 1.57 0.90 6.12 53 
4.7 48 
533 60 
5-3 7° 
B » 8 0.78 0.37 5.87 40 
4.80 45 
5.15 53 
4.65 55 
4 » 8 0.78 0.37 5-05 35 
ea 34 
5222 38 
5.20 40 
5 » 5 0.98 0.20 4.99 33 
5.10 44 
4.77 38 
4.60 49 
6 » 5 0.98 0.20 5.26 47 
5.02 44 
4.71 38 
4.58 49 
7 » 6.7 0.88 0,50 5.25 54 
aio 45 
5.34 47 
5.40 45 
8 » 6.7 0.88 0.50 5.07 51 
5-50 50 
4.84 60 
5-25 55 
9 » 5.0 0.43 0.12 oll lt 42 
5.80 64 
4.64 68 
5.30 60 
10 » 5.0 0.43 0.12 5.25 45 
4.22 50 
5.05 70 
5.09 71 
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Segue TABELLA. 


progressivo 


N. 


12 


14 


20 


Azoto iniettato Azoto non proteico 
Organo a Cloro 0/o,5 mg. per 100 g. 
Mu 8: di sangue 
di cui si é 
iniettato ; | Prima Prima 
ee | Potale OH eee te oem |e oreo Weieias ola 
estratto proteico | nico imiezione |! MMEZIONE| . ecione | mleziome 
Fegato 15.3 3.84 1.00 5.04 57 
5.11 50 
5.42 85 
Fale 110 
» 15.3 3.84 1.00 5.14 47 
4.99 40 
5.00 70 
5.14 130 
Rene 3.92 0.94 0.41 4.70 58 
4.9 54 
4.5 87 
4.7 85 
» 3.92 0.94 0.41 ess 71 
5.21 50 
4.97 95 
4.77 94 
» 4.48 0.82 0.33 4.37 54 
4.97 59 
4.26 55 
5.30 81 
» 4.48 0.82 0.33 4.76 66 
4.73 7° 
4.78 50 
4.75 85 
» 3.60 52 0.56 4.33 74 
3.50 78 
4.80 100 
4.60 410 
» 3.60 1.52 0.56 4.65 60 
3.28 100 
4.77 89 
4.73 110 
» 7.44 2.24 0.75 5.06 51 
4.97 46 
5.04 79 
5.04 100 
» 7.44 2.24 0.75 4.90 42 
1 1961) 55 
4.90 81 
5.2 110 


Segue TABELLA. 
° Azoto iniettato Azoto non proteico 
| Organo i Cloro 0/,, mg. per 100 g. 
ha ag ey 8. di sangue 
© | dr cur si e}- 
a EAS Prima Prima 
u inletta oe 
Ble [Totale | eNO sp Sees Ore ee eal eee 
2 estratto proteico nico iniezione |! 121¢z10Ne} jniezione |! Inlezione 
21 | Intestino BunD 1.38 0.71 4.92 70 
4.84 75 
4.66 60 
Zrii 78 
22 » 3.52 1.38 0.71 4.87 64 
4.89 79 
4.28 78 
4.82 78 
23 » 3.20 1.74 0.80 4.94 57 
4.98 59 
5.06 110 
OS 130 
24 » 3.20 1.74 0.80 4.79 70 
' 5:70 75 
4.94 75 
ROS 130 
25 » 3.20 1.74 0.80 5-02 59 
5.26 65 
5.26 69 
5.28 IIO 
26 » 2.20 1.74 0.80 4.79 65 
5-03 60 
4.98 65 
5.00 80 
27 » 10.40 4.25 1.80 4.87 52 
5-75 93 
5.18 107 
4.55 I10 
28 » 10.40 4.25 1.80 4.88 46 
4.88 HG 
5-97 77 
4.94 110 
29 » 10.47 4.25 1.80 4.96 43 
4.11 100 
4.81 84 
Obitus 
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Che in realta cosi fosse, viene dimostrato chiaramente dalle presenti 
esperienze, nelle quali la tecnica essendo rimasta assolutamente identica, dif- 
ferenza essendosi avuta soltanto nella maggiore quantita di sangue prelevato, 
abbiamo ottenuto dei valori normali oscillanti da mg. 35 a 70 per g. 100 
di sangue, cioé dei valori che sono sensibilmente gli stessi che si ottengono 
con qualche grammo di sangue, e che vengono comunemente dati dagli 
autori come normali pel sangue di ratto. 

Abbiamo sperimentato in complesso su 29 ratti, iniettando cc. 4 0 8 
di estratto di organo, contenenti quantita di azoto oscillanti da mg. 3.20 a 
mg. 16.00. 

Diamo nella tabella precedente i risultati ottenuti. I dati dell’azoto non 
proteico e del clora nel sangue, prima dell’ iniezione, sono la media delle tre 
determinazioni fatte nei tre giorni precedenti |’ iniezione. I singoli dati in- 
vece, ottenuti dopo l’iniezione, sono riportati in ordine di tempo. 

Il cloro & espresso in grammi di NaCl per mille di sangue; Pazoto non 
proteico invece € espresso in mg. pet 100 g. di sangue. 

Osservando i dati riportati nella tabella, si nota subito, che i tre estratti 
iniettati hanno avuto sull’animale un effetto diverso. Infatti, con l’estratto di 
fegato, su 12 ratti si sono avuti 7 casi di ipocloremia, 3 di ipercloremia 
e 2 casi che noi chiameremo misti (ratti nn. 8 e 9), perché nel primo giorno 
dopo liniezione si é osservata ipercloremia, nel 2° giorno ipocloremia e nel 
3° ancora ipercloremia. 

Con lestratto di rene su 8 ratti, si sono avuti 2 casi di ipocloremia, 
1 di ipercloremia, un caso in cui non si € osservata alcuna variazione 
della cloremia in seguito all’iniezione (n. 16) e 4 casi misti secondo la 
definizione data sopra. 

Con Lestratto di intestino su 8 ratti (escludiamo il n. 29, perche morto 
al 3° giorno dopo I iniezione) si sono avuti 2 casi di ipocloremia, 4 di iper- 
cloremia e 2 misti. 

Nel complesso possiamo quindi dire, che l’estratto di fegato ha avuto 
un noteyole effetto ipocloremico, meno gli estratti di rene e di intestino; 
anzi con guest’ultimo si é avuto, nel 50 °/, dei ratti posti in esperienza, un 
effetto opposto, cioe ipercloroemico. ; 

Per quanto riguarda i rapporti tra quantita di azoto iniettato e entita 
dell’ ipocloremia osservata, nessuna relazione ¢ risultata tra esse. Infatti, con 
mg. 16 di azoto i ratti 1 e 2 hanno avuto una marcatissima ipocloremia, 
mentre i ratti 11 e 12 con quasi la stessa quantita di azoto, e cioeé con 
mg. 15.3 hanno avuto l’uno ipercloremia e |’altro una lievissima ipocloremia 
al primo giorno dopo I iniezione, subito compensata nei due giorni seguenti 
DV iniezione. E ancora: il ratto n. 3 ha ricevuto mg. 8 di azoto, ed ha 
presentato una ipocloremia egualmente notevole che quella del ratto n. 1, 
per esempio, che ha ricevuto doppia quantita di azoto. 
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Esempi analoghi possono riscontrarsi nei ratti, nei quali si € imiettato 
estratto di rene o di intestino. 

Tutto cio che abbiamo ora detto per l’azoto totale, possiamo esten- 
derlo sia all’azoto non proteico che all’azoto amminico, poiche in genere 
questi seguono proporzionalmente, nei vari estratti, l’azoto totale. 

Si deve dunque pensare, a nostro parere, ad una differenza non quan- 
titativa, ma qualitativa. 

Alla stessa conclusione portano i confronti tra azoto non proteico do- 
sato nel sangue dopo I’iniezione, e le variazioni di cloro osservate. Anche 
qui nessuna corrispondenza tra i valori dell’azoto non proteico e quelli del 
cloro. In genere, si ¢ notato, che gli estratti di fegato, intestino e rene 
hanno prodotto un aumento dell’azoto non proteico del sangue, ma que- 
st'aumento non ha condizionato in alcun modo pero, ne l’entita, ne il senso 
delle variazioni di cloro osservate. 

Cid ci conferma in una nostra idea, espressa nel nostro citato lavoro, 
e cioe, che ipocloremia e aumento di azoto non proteico, e quindi, natu- 
ralmente, iperazotemia, sono manifestazioni concomitanti e non necessaria- 
mente dipendenti. 

In tutte le nostre esperienze, gli animali sono sopravvissuti all’ iniezione 
anche per mesi; soltanto il ratto n. 29 € morto al terzo giorno dopo l’iniezione. 

Tutti gli animali hanno mostrato di sopportare bene Viniezione, e 
infatti, dopo di essa, hanno continuato ad alimentarsi, ad emettere feci e urine, 
normali per quantita e qualita. Solo nel primo giorno dopo I iniezione, si 
mostravano un po’ torpidi, con tendenza ad isolarsi e rimanere immobili 
per lunghe ore agli angoli della gabbia. Ma gia al 2° giorno erano 
tornati vivaci, e al 3° giorno completamente normali nel loro compor- 
tamento esteriore. 

Riassumendo, e tenendo presenti in questa Nota anche i risultati riferiti 
nel lavoro pil volte citato, sull’iniezione di estratto muscolare, sempre nel 
ratto, possiamo dire, che in generale gli estratti acquosi di muscoli e di 
altri organi quali il fegato, il rene e l’intestino, si sono mostrati capaci di 
provocare una ete pid Oo meno marcata. 

L’ipotesi quindi, che nei muscoli e in vari organi, come per es. rene, 
fegato, intestino ecc., siano presenti sostanze, che, direttamente o indiretta- 
mente possano provocare una ipocloremia pil o meno marcata, acquista a 
nostro parere, un pit: solido fondamento dai risultati da noi ora esposti. 

Quale Ja natura di questa o di queste sostanze? Gli autori francesi, 
chirurgi per la maggior parte, propendono per sostanze di natura azotata, 
e pil specificamente di natura azotata non proteica, riferendosi in particolar 
modo alle sostanze azotate non proteiche, che normalmente sono contenute 
nel sangue, e cioe, urea, acido urico, amminoacidi, creatina, creatinina, ecc. 

I risultati da noi ‘ottenuti riguardo ai rapporti tra ipocloremia e quan- 
tita di azoto non proteico iniettato, e i rapporti tra ipocloremia e azoto non 
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proteico trovato nel sangue dopo I’ iniezione di estratti muscolari e di organi, 
non confortano questa ipotesi. 

Ma a questo riguardo ci proponiamo di portare un contributo pili di- 
retto con una serie di esperienze, che abbiamo in corso, sulle variazioni 
della cloremia in seguito all’iniezione di urea, acido urico, creatina, crea- 
tinina, ecc., vale a dire dei componenti la frazione azotata non proteica del 
sangue normale. Per ora, a conclusione del presente lavoro, ci contentiamo 
di poter affermare: 

1° che l’estratto acquoso di fegato iniettato nella regione glutea del 
ratto, ha avuto un notevole effetto ipocloremico; meno gli estratti di rene 
e di intestino: con quest’ultimo anzi, si é avuto nel 50 °/, dei ratti posti 
in esperienza, un effetto opposto, cioé ipercloremico; 

2° che in quasi tutti i ratti studiati si ¢ osservato un aumento del- 
l’azoto non proteico del sangue, dopo Jl iniezione degli estratti di organi 
sopra detti; 

3° che nessun rapporto quantitativo é risultato tra Ventita dell’ ipo- 
cloremia e dell’ipercloremia osservate, e la quantita di azoto sia totale 
che non proteico iniettata. Egualmente nessun rapporto € stato notato tra 
entita della stessa ipocloremia o ipercloremia e aumento dell’azoto non pro- 
teico del sangue dopo I’ iniezione; 

4° che l’ipotesi di Chabannier e Lobo—Onnel sulla possibilita che 
Yipocloremia post—operatoria possa essere prodotta da sostanze azotate tos- 
siche, liberatesi a livello dei tessuti traumatizzati per l’atto operatorio, trova 
riscontro e appoggio nei risultati sperimentali da noi ottenuti; dimodoche 
ci sembra utile perseguirla in tutte le sue conseguenze, come sopra abbiamo 
annunciato. 


Fisiologia. — UUteriori ricerche circa V influenza degl ormont 
sessualt sulla maturazione delle carpe.“ Nota” di Gina CasTEL- 
NUOVO, presentata dal Corrisp. G. BRUNELLI. 


Nel 1937 iniziavo delle esperienze [12] sull’effetto che potevano produrre 
gli ormoni sessuali e ’ormone gonadotropo introdotti, sull’andamento della 
spermatogenesi in carpe a specchi di nove mesi. Per quello che si conosce 
sull’azione in genere di questi ormoni, mi aspettavo di avere un possibile 
acceleramento della spermatogenesi mediante l’ormone gonadotropo, ma un 
effetto inibitorio coll’ introdurre lormone follicolare e l’androsterone. Ora 
invece ho dovuto constatare, con mia grande sorpresa, che tutte e tre le specie 
di ormoni introdotti portavano ad un notevole aumento della spermatogenesi 
rispetto ai controlli, acceleramento reso manifesto dalla presenza di grandi 
masse di spermi nei tubuli in tempo prematuro. Le esperienze furono ese- 
guite dal mese di marzo al mese di luglio, quindi dall’eta di nove mesi in 
poi. Si adopero allora come ormone follicolare il Progynon B oleosum forte 
di Schering a 50.000 UI e come ormone maschile l’androsterone dell’ Isti- 
tuto Biochimico Ligure titolato a 1/2 UG per 1 cc. Le quantita introdotte 
per animale variarono da 5000 UI come minimo a un massimo di 20.000 UL, 
e per l’androsterone da un minimo di 0.05 di Ul a un massimo di 0.40 di UI. 

Ho creduto opportuno riprendere durante il 1938 le esperienze, sia 
adoperando altri prodotti per essere sicura che l’effetto ottenuto non fosse 
specifico a questi, sia per vedere se col cambiare le quantita introdotte non 
si venisse ad avere un risultato differente. 

Riporto in questa Nota soltanto i primi risultati ottenuti in ricerche 
preliminari. 

Le carpe dal mese di febbraio in poi vennero tenute in acquari sotto 
acqua corrente, separate in lotti diversi, e tenute per tutto nelle stesse con- 
dizioni nelle quali erano tenute per il 1937. Ho usato quest’anno come 
ormone maschile il propianato di testosterone della Degewop Organon %), 
(Neo—Hombreol syntheticum) in cui un cc contiene 5 mg. di propianato di 
testosterone. Ora sappiamo che adoperando come test |’accrescimento delle 
vescicole seminali del ratto o la crescita della cresta di cappone si ha un 
effetto circa cinque o sette volte maggiore usando il testosterone invece del- 


(1) Lavoro eseguito nel R. Laboratorio centrale di Idrobiologia di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia 1’8 luglio 1938. 

(3) Tengo qui a ringraziare vivamente il dott. Luwisch della Degewop Organon per 
i prodotti gentilmente fornitimi durante l’esecuzione delle ricerche. 


Pandrosterone, e siccome d’altra parte sappiamo che unit’ internazionale del- 
l’androsterone ¢ 0.1 mg., ne deduciamo che 1 mg. di testosterone paragonato 
sulla cresta di cappone o sulle vescicole seminali di ratto corrisponde a 
50-70 Ul e quindi 1 cc. di Neo-Hombreol viene a comprendere da 250 a 
350: UI. . 

Ora gli animali che dovevano subire iniezioni di testosterone vennero 
divisi in tre lotti: un lotto fu costituito da animali che ebbero in tutto 
2.5 mg. di testosterone 0 875-1225 UI (a seconda che si consideri il rap- 
porto tra androsterone e testosterone essere 5 0 7); un altro lotto di ani- 
mali venne iniettato col prodotto diluito a meta in modo che ciascun 
animale ebbe in tutto 1.25 mg. 0 437-612.5 UI; un altro lotto infine di 
animali ebbe a subire quattro iniezioni di 0.1 cc. per volta della soluzione 
diluita 35 volte in modo che circa 0.1 cc. di questa soluzione veniva a cor- 
rispondere a circa 1 UI, venendo quindi ad avere in tutto 0.04 mg.,.o, 4 UI. 

Ora invece gli animali esperimentati nel 1937, anche se iniettati con la 
dose piu forte, non raggiunsero mai 1 UI, ma al massimo 0.40 di UI. Gli ani- 
mali vennero uccisi circa un mese dopo l’ultima iniezione; i testicoli furono 
fissati con una soluzione di sublimato acetico e le sezioni furono colorate 
coll’ Ematossilina e )’Eosina. 

Vennero iniettati in tutto 109 animali, dei quali soltanto 32 risultarono 
maschi all’esame microscopico. Di circa 40 animali tenuti come controllo, 
soltanto 14 risultarono maschi. Di questi, 13 presentarono il testicolo costi- 
tuito quasi esclusivamente di spermatogonii allo stadio di riposo; uno solo 
presento alcuni spermi. 

Gli animali invece che ebbero a subire iniezioni di testosterone die- 
dero questi risultati: di 5 animali iniettati con 875 o 1225 UI in tutto, 
nessuno mostro alcun acceleramento della spermatogenesi, presentando essi 
il testicolo molto arretrato, costituito esclusivamente da cellule spermatogo- 
niali; dei ro animali che ebbero in tutto 612, 0, 437 UI, 7 rimasero allo 
stadio dei controlli e quindi allo stadio di spermatogonii, 2 arrivarono alla 
formazione di rari spermatidii, e 1 soltanto porto alla formazione di nume- 
rosi spermi racchiusi nei tubuli; degli animali poi iniettati con 4 UI, 3 sol- 
tanto risultarono maschi, e di questi 2 arrivarono alla formazione di nume- 
rosi spermi, mentre uno rimase alla formazione di spermatogonii. Quindi 
gli animali trattati con la dose pil forte di propianato di testosterone non 
presentarono il minimo segno di acceleramento rispetto ai controlli; in quelli 
trattati con dosi pit deboli (612 UI) si dimostrd esservi una certa possibi- 
lita da parte dell’animale a reagire alla sostanza, mentre poi in quelli ani- 
mali trattati con 4 UI la reazione all’ormone iniettato fu maggiore. 

Se ci € permesso percio trarre da queste preliminari esperienze una 
sia pur teorica conclusione, dovremmo dire che il propianato di testoste- 
rone produce un certo effetto nell’accelerare la spermatogenesi quando ¢ 
iniettato in concentrazioni assai deboli, quali puo essere la quantita di 4 UI, 
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mentre man mano che la sua concentrazione va aumentando, il suo effetto 
sembra annullarsi sempre di pil, finché con quantita di 1225 UI non si ha 
il minimo acceleramento. 

Se le cose vanno veramente cosi, si sarebbe avuta piena concordanza 
con quanto si é ottenuto nel 1937 in cui quantita di androsterone che al 
massimo raggiungevano 0.4 di UI e al minimo 0.05 di UI avevano portato 
in tutti i casi esaminati, ad un notevole acceleramento di spermatogenesi. 
In questo caso l’ormone maschile introdotto in cosi piccola quantita non 
avrebbe prodotto quell’effetto inibitorio che producono dosi maggiore di 
queste sostanze sull’ipofisi, la quale in tal modo diventa incapace di pro- 
durre la necessaria secrezione per mantenere in attivita il testicolo. Effetti 
dannosi infatti, prodotti coll’introduzione di queste sostanze, sono noti sia 
sul ratto che sul cane. Moore e Price [1] trovano infatti nel 1937 che in 
giovani ratti maschi dosi giornaliere di androsterone sintetico da 25 a 100 7 
non producono alcun effetto stimolante sulla spermatogenesi; dosi di 1 
o 2 mg. somministrate prima della produzione degli spermatozoi deprimono 
la spermatogenesi, mentre dosi di 6 mg. al giorno non hanno alcun effetto 
percettibile sui testicoli di ratti adulti, in quanto secondo gli A. queste dosi 
probabilmente non sono ancora sufficienti ad inibire lipofisi di ratti dive- 
nuti adulti. 

Korenchevsky [2] e collaboratori trovano nel 1933 che queste sostanze 
riducono notevolmente la grandezza dei testicoli di giovani ratti, mentre 
portano a diminuzione di peso del testicolo in ratti adulti. 

Itho e Kon [3] nel 1935 dimostrarono i danni provocati coll’introdu- 
zione di queste sostanze sull’accrescimento e sullo sviluppo dei testicoli in 
giovani cani. 

D’altra parte bisogna ricordare che Wells e Moore [4] nel 1936 tro- 
varono che nel Citellus tridecemlineatus dosi giornaliere di 0.5-1.5 mg. di 
androsterone per un periodo di 20-31 giorni facevano apparire, in tempo 
prematuro rispetto ai controlli, anche quattro mesi prima, gli spermatozoi 
in testicoli di maschi giovani e anche adulti. Si aveva quindi in questo 
caso non un effetto inibitorio con la somministrazione di queste sostanze, 
ma un effetto di acceleramento. La ragione di questo fatto non é ben chiara 
agli autori, i quali in seguito ai loro risultati sono tratti a dire che eviden- 
temente esiste un equilibrio ormonale differente in questo tipo di mammi- 
fero che si riproduce una volta all’anno dal tipo che si riproduce costante- 
mente rappresentato dal ratto. 

Ora niente ci fa escludere che questo possa verificarsi nella carpa, in 
quanto ben poco ancora sappiamo sul comportamento di questi animali 
rispetto agli ormoni loro somministrati. 

Per l’esame poi dell’influenza che ha l’ormone follicolare sulla sper- 
matogenesi delle carpe, un altro gruppo di animali venne a subire iniezioni 
di ormone follicolare (Folliculin Menformon della Degewop Organon): nelle 


esperienze invece eseguite durante il 1937 venne adoperato il Progynon 
B oleosum forte di Schering a 50.000 UI. Le carpe nel 1937 ricevettero quan- 
tita di 50.000, di 15.000 e di 20.000 UI di questa sostanza durante i mesi 
di marzo, aprile, maggio e giugno. Nelle esperienze di quest’anno si adopero 
il Menformon a 50.000, a 10.000 e a 1000 UI. Le iniezioni furono di 0.1 cc. 
per volta, si susseguirono una volta alla settimana, e furono fatte in numero 
di 5 per il Menformon a 10.000 e a 1000 UI, mentre solo tre iniezioni si 
eseguirono in quegli animali che ebbero a subire il Menformon a 50.000 UI. 
Si ebbe cosi un lotto di 25 animali che venne ad avere in tutto 500 UI: 
di questi soltanto 6 risultarono maschi, dei quali due arrivarono alla for- 
mazione di spermi e quattro no. 

Un altro lotto di animali venne invece ad avere 5.000 UI; dei 5 ma- 
schi che ne risultarono, uno solo arrivo alla formazione di spermi, mentre 
gli altri 4 si limitarono a formare alcuni spermatidii. 

Dei 20 animali poi che subirono 3 iniezioni del preparato a 50.000 UI, 
tre soli furono maschi, dei quali due rimasero coi testicoli allo stadio di 
spermatogonii, e uno solo arrivo alla formazione di spermi. 

Quindi dei 14 animali iniettati con ormone follicolare, 4 arrivarono alla 
formazione di spermi e 10 no, e precisamente lo stesso effetto si sarebbe 
avuto sia con quantita di 500 che di 15.000 UI, mentre con dosi di 5000 UI 
la percentuale dei negativi (1 positivo e 4 negativi) sarebbe stata maggiore ; 
non € quindi escluso che una concentrazione debole e una concentrazione forte 
abbiano avuto un qualche effetto nell’accelerare la spermatogenesi, cosa che 
soltanto in minima parte avrebbe avuto una concentrazione moderata. 

Invece € noto di regola da tutte le ricerche che sono state fatte con 
ormone follicolare, che dosi sia moderate che forti di follicolina, producono 
effetti inibitori nel testicolo sia di ratti che di topi. Ci basti citare tra 
le numerose esperienze in proposito quelle di Golding e Ramirez [5], di 
Laqueur e de Jongh [6], di Tuchmann [7], di Schoeller e Gehrke [8], per 
non citarne altre. 

D’altra parte Hohlweg [9] sostiene che iniettando, anche in una sola 
iniezione, dosi molto forti di ormone follicolare si producono nell’ ipofisi 
modificazioni istologiche simili a quelle che avvengono nell’ ipofisi delle 
gravide e si ha un improvviso versamento di ormone gonadotropo, che 
nelle femmine di ratti si rende manifesto per la comparsa di numerosis- 
simi corpi lutei. Questo é stato confermato da Berblinger e da Zeep Curt [10] 
nel 1938 sul topo. Quest’ultimo A. ha trovato che oltre che nei ratti, anche 
nei topi quando si inietta una forte dose di ormone follicolare si ha una 
gran espulsione di sostanze stimolanti ]a gonade, quali, per es., pud essere 
il fattore luteinizzante dell’ipofisi anteriore; cio puo avvenire secondo lA. 
anche in animali maturi senza riguardo al loro ciclo sessuale. 

Inoltre Del Castillo e Pinto [11] dimostrarono che una fortissima 
dose di estrone (50 U per 12 giorni) fece aumentare la spermatogenesi in 
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testicoli di ratti adulti, mentre dosi pit deboli produssero effetti dannosi 
al testicolo. 

Potremmo forse pensare che nel nostro caso potrebbe essere avvenuto 

qualcosa di simile, ma naturalmente trattandosi di un gruppo di animali 
cosi differenti, non possiamo avere un’ idea precisa dell’andamento esatto 
dei fatti. . 
Ora se noi prendiamo ad esaminare i risultati del 1937 ottenuti con 
jniezioni di progynon, con quantita che andavano da 5000 a 20.000 UI in 
tutto, troviamo che in tutte le esperienze avemmo. acceleramento di sper- 
matogenesi. Bisogna notare pero che nel 1937 le iniezioni erano fatte di 
5000 UI per volta per potere raggiungere la dose finale; mentre quest’anno 
la stessa quantita totale veniva raggiunta facendo un numero maggiore di 
iniezioni, e cioé era somministrata in dosi minori per volta, il che forse 
potrebbe avere influito sul risultato finale dell’esperienza. 

In ogni modo quello che risulta ben chiaro dalle esperienze eseguite 
nel’ 1937 e nel 1938 @ che Vormone follicolare non produce in questi ani- 
mali un effetto dannoso; bensi forse un possibile effetto di acceleramento 
sulla spermatogenesi. Come e perché cio si verifichi a differenza della mag- 
gior parte degli animali, non ¢ affatto spiegato. 

Dobbiamo infine far notare che negli animali sperimentati quest’anno 
sia con ormone follicolare che con ormone testicolare, gli spermi formati 
non si trovarono mai in cosi grandi ammassi come si sono avuti nel 1937. 
Su- questo vari fatti possono avere influito e cioe: mentre nel 1937 gli ani- 
mali vennero sperimentati per la maggior parte in un periodo che andava 
da aprile, a maggio e giugno, nel 1938 il maggior numero di esperienze 
fu condotto nei mesi di marzo e aprile, in un periodo quindi in cui gli 
animali erano un po’ pil. giovani-e quel che piu importa in un periodo in 
cui la temperatura dell’acqua in cui si trovavano, era pit fredda, e per un 
periodo pi lungo, essendosi quest’anno il freddo prolungato per un tempo 
pit lungo. Ora tutto questo potrebbe avere influito sull’andamento delle 
esperienze. 

In secondo luogo poi, l’ormone maschile introdotto, non fu l’andro- 
sterone come nel 1937, bensi il testosterone sintetico il quale se & consi- 
derato essere cinque volte pil influente sulle vescicole seminali del ratto e 
sulla cresta del cappone, non é affatto detto abbia lo stesso effetto sul testi- 
colo della carpa. 

Tali sono i primi risultati ottenuti da queste preliminari esperienze, 
che ‘devono essere naturalmente confermati dall’esame di un maggior nu- 
mero di esemplari per poter dare delle risposte definitive ed esaurienti al 
problema in esame. 
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Fisiologia. — Sula composizione chimica delle proteine musco- 
lart della trota tridea tn rapporto alla maturazione sessuale. 
Nota di E. Mariortt, presentata dal Corrisp. G. BRUNELLI. 


La presente Nota riporta i dati ottenuti in alcune analisi eseguite sulle 
proteine muscolari di trota iridea secondo il metodo di Van Slyke, e le 
modificazioni di carattere tecnico apportate al metodo stesso usato nel 
lavoro. 

Scopo delle ricerche era di investigare se esistano e quali siano le 
variazioni nella percentuale degli amminoacidi principali componenti le 
proteine del muscolo, in rapporto alla maturazione delle gonadi. 

Infatti ¢ opinione di molti fisiologi, come riportano anche N. Zuntz 
e A. Loewy , che il ricambio materiale degli organi pit importanti abbia 
la precedenza su quello degli altri, precedenza che si accentua quando, per 
diverse cause, venga ad essere limitato o insufficiente il materiale destinato | 
al mantenimento dell’ individuo. Non solo, ma in tali casi, sempre secondo 
la stessa teoria, si avrebbe una utilizzazione del materiale componente i 
tessuti di organi che hanno, o vengono ad avere minore importanza. 

Questo fenomeno € stato riscontrato nei salmonidi, in cui si ha annual- 
mente la costruzione di una quantita di prodotti sessuali che nella femmina 
puo essere di pili del venticinque per cento del peso totale, prodotti com- 


(1) Lavoro eseguito nel R. Laboratorio centrale di Idrobiologia di Roma. 


(2) Pervenuta all’Accademia il 27 luglio 1938. 
(3) N. Zuntz e A. Loewy, Manuale di Fisiologia dell’Uomo. Un. Tip. Ed. Torinese, 


Torino, 1921, p. 721. 
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posti da’ materiale di primissimo ordine, come attestano le analisi di nume- 
rosi autori. 

Il salmone del Reno, durante il periodo della maturazione, compie il 
suo viaggio dal mare verso i fiumi per riprodurvi, e non assume nutri- 
mento dall’esterno cosicché la costruzione delle uova e delle cellule semi- 
nali avviene a spese del grasso sottocutaneo, per quello che concerne 1 
grassi, e della massa dei muscoli, per quello che concerne le proteine. 

Infatti durante le mie esperienze ho notato che, se si divide il numero 
indicante il peso della muscolatura totale di una trota, per quello indicante 
il peso delle gonadi, si ottiene un numero, che si potrebbe chiamare modulo 
di maturazione, che va rapidamente diminuendo col crescere del grado di 
maturazione dell’ individuo. 

Tale diminuzione pud attestare una precedenza del ricambio concer- 
nente la fabbricazione dei prodotti sessuali, sul ricambio attivo dei tessuti 
muscolari. Inoltre le proteine delle uova e dello sperma sono proteine di 
composizione chimica diversa da quelle muscolari, e di un valore molto 
diverso per il loro contenuto percentuale superiore in amminoacidi in- 
dispensabili e in composti fosforati, cosicché il nutrimento normale puo 
non essere sufficiente a sopperire a tutte le esigenze occasionali di questi 
nuovi tessuti. 

E parso cosi utile indagare se, in trote iridee di ambo i sessi, allevate 
in acquario, in eguali condizioni di nutrimento, di eta, e alla stessa distanza 
di tempo dall’ultima spremitura, si avessero variazioni nella composizione 
chimica delle proteine muscolari, in un periodo complessivo di sette mesi, 
di cui cinque prima della spremitura e due dopo, di cui uno, il secondo, 
in istato di completa inanizione. 


Abbiamo allo scopo adottato 11 metodo di Van Slyke per |’analisi delle 
proteine ©, Questo consta come € noto delle parti seguenti: Idrolisi delle 
proteine con acido cloridrico; nell’ idrolisato, dopo allontanato I’ acido clori- 
drico, determinazione delle melanine e dell’azoto ammidico; precipitazione 
con acido fosfowolframico in ambiente acido degli amminoacidi contenenti 
due gruppi amminici, arginina, istidina lisina e cistina, determinazione diretta 
dell’arginina e della cistina precipitata e valutazione indiretta degli altri due. 

Tl modo di esecuzione delle singole operazioni ¢ di capitale importanza 
per l’ottenimento di resultati concordanti e che diano affidamento. 

Siccome la quantita di azoto presente nell‘idrolisato influisce, come 
vedremo, sui valori che si ottengono nella frazione dei fosfowolframati @ (), 


(1) Van Stryke, «J. Biol. Chem.», 10, 1911, pp. 15-553 22, ON iD, Powe s DEE TONES. 
p. 41t. 

(2) Kernorr J. C., Jonn Knaces e N. E. Speer, «Biochem. J.», 24 (2), 1930, 
P. 379: 

(3) Turmann, K. V., « Biochem. J.», 24, 1930, pp. 368 377. 


cosi occorre eseguire la determinazione sempre sulla stessa quantita di 
sostanza e su volumi rispettivamente sempre uguali di soluzioni. 

Il tipo di acido con cui si eseguisce l’idrolisi, la concentrazione dell’a- 
cido stesso, e la durata dell’ebollizione, influiscono sui resultati. Kossel 
e Kutscher ‘) trovano esperimentando con H,SO, per 12 ore (2), HCl 
concentrato per 12 ore (6), e HCl diluito per tre ore (c), le seguenti 
differenze. 
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Pare che anche un prolungato contatto a freddo tra la proteina e 
Vidrolisante, prima dell’ inizio dell’ebollizione influisca sui resultati ©). 

L’allontanamento dell’azoto ammoniacale e la separazione delle mela- 
nine € un’operazione molto delicata in quanto occorre portare in ambiente 
alcalino l’idrolisato e distillarne ’NH,. Ora tra gli amminoacidi presenti 
ve ne sono alcuni, la cistina e l’arginina, che in ambiente anche debol- 
mente alcalino si decompongono 8), 

E stata studiata una modificazione per ovviare alla decomposizione 
dell’arginina, allontanare l’N ammidico, e decomporre al tempo stesso la 
cistina presente, in modo da dosarne lo zolfo eliminandola prima della 
precipitazione dei fosfotungstati “. Nel nostro caso perd la quantita di 
cistina era trascurabile, e non ci siamo dovuti occupare di questo problema. 

Gran parte degli autori eseguiscono la separazione dell’NH, mediante 
distillazione a pressione ridotta. Plimmer e Rosedale 6) trovano che durante 
Pevaporazione della soluzione alcalinizzata con CaO, si hanno perdite di 
NH; ed usano il metodo dell’aereazione per scacciare |’ammoniaca dalla 
soluzione e dosarla, metodo che ho adottato io pure nel presente lavoro. 

L’operazione pil importante nel metodo di Van Slyke é la precipita- 
zione dei fosfowolframati delle basi. Gran parte delle discrepanze tra i 
valori trovati dai diversi ricercatori sullo stesso argomento, ¢ dovuto, secondo 
Kernott e Knaggs®), al variare di numerose condizioni da cui dipende 


(1) KosseL e Kutscugr, «Z. Phisiol. Chem.», XXXI, 1900, p. 165. 
(2) Kernorr e Knaccs, «Biochem. J.», 22, 1928, p. 528. 
(3) HorrmMann, «J. Biol. Chem.», 65, 1925, p. 251; Denis, « J. Biol. Chem.», 8, 


p. 365. 
(4) E. Mariormi, «Rend. della R. Acc. dei Lincei», vol. XXVI, ser. 64, 2° sem., 


fasc. 7-8, ottobre 1937. 
(5) R. H. A. Primmer e J. L. Roseparez, « Biochem. J.», 19, 1925, p. 1004, XXX, 
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la percentuale di azoto precipitata dall’acido fosfotungstico. Tali condizioni 
sono: 

1° La concentrazione dell’azoto nella soluzione, che “ influisce sulla 
precipitazione per formazione di complessi) tra le basi e alcuni monoam- 
minoacidi, complessi che non precipitano con acido fosfowolframico. 

2° La temperatura a cui avviene la precipitazione e il sedimentare 
del precipitato. Infatti i fosfotungstati sono parzialmente solubili “), solubi- 
lita che varia col variare della temperatura. 

3° Il PH della soluzione. 

Un eccesso del precipitante non influisce sui resultati“), mentre come 
é intuitivo, ha grande importanza il, lavaggio del precipitato. La prolina 
puo precipitare con i tre amminoacidi suddetti, per circa il 35 °/o “. 

Data questa importanza delle varianti nei particolari della tecnica, 
riporto qui dettagliatamente solo le modificazioni apportate al metodo di 
Van Slyke per quel che riguarda la precipitazione e il trattamento delle 
basi. Per maggiori particolari si rimanda al lavoro in corso di stampa. 


Si portano cc. 20 della soluzione liberata dalle melanine e dall’NH, 
e contenente gr..3 di sostanza (calcolata libera da ceneri) in 150 cc., in 
un tubo da centrifuga da 50 cc. nel quale si sia fatto un segno alla capa- 
cita di cc. 30. Vengono neutralizzati con NaOH diluito, indi addizionati 
di cc. 4.di HCl 37°/. e portati con acqua al volume di cc. 30. 

La soluzione ha cosi il PH optimum per la precipitazione e le condi- 
zioni vengono riprodotte identicamente per ogni analisi. 

Si lascia raffreddare, si aggiunge un leggiero eccesso di acido fosfo- 
wolframico al 30 °/o, si agita e si centrifuga. Si aspira la soluzione sovra- 
stante con un capillare applicato alla pompa e si lava tre volte con HCl 
al 5 |, (15 cc. ogni volta) centrifugando. 

Il precipitato viene quindi disciolto in NaOH al 10 °/, fino a leggera 
alcalinita (fenolftaleina), e addizionato di un lieve eccesso di BaCl,. Si cen- 
trifuga trasportando il liquido limpido sovrastante in una beutina a cui é 
applicato un capillare, e in cui si opera una depressione. 

In tal modo si raggiunge lo scopo di operare la precipitazione in un 
mezzo avente sempre la stessa acidita, e sempre la stessa concentrazione 
di azoto all’incirca. Inoltre Poperazione & molto rapida, e il lavaggio per 
centrifugazione consente una separazione perfetta del precipitato e un con- 
trollo rigoroso delle condizioni di lavaggio. 


(1) Ved. Nota citata in (2), p. 62. 

(2) N. J. Gawritow e M. M. Botwinik, «Biochem. Zeitschr.», 21/4 (1/3), 1929, 
p. 119. 

(3) Ved. Nota citata in (3), p. 62. 

(4) Ved. Nota citata in (5), p. 63. 
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Ripetendo pit volte la precipitazione sulla stessa soluzione si trova 
che le differenze oscillano intorno all’r-2 °/o: 
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Il liquido contenente le basi viene concentrato dopo acidificazione, e 
portato a volume di 50 cc. (Soluzione B) su cui si determina arginina, 
N amminico, e N totale. L’istidina viene calcolata con la formula Van 


Slyke: 
H = 3/2 (D — 3/4 arg.) 


dove H = istidina e D=N non amminico dei diamminoacidi. 
L’N amminico residuo e l’N non amminico residuo, vengono calcolati 
per differenza. 


I resultati ottenuti sono esposti nelle tabelle e nei grafici seguenti: 
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La determinazione n. 1 che si trova riportata in ambedue le tabelle 
come confronto, & stata operata sul tessuto muscolare di tre trotelle di eta 
un poco inferiore a un anno, il cui sesso non era praticamente definibile. 

Le determinazioni che vanno dal n. 2 al n. 8 (maschi), e dal n. ro 
al n. 16 (femmine), sono state eseguite su coppie di animali adulti di eta 
oscillante intorno ai quattro anni, pescati, come indicano le tabelle, in date 
che distano tra loro circa un mese. Tali date sono riportate in ascisse nel 
grafico A, nel quale grafico non compaiono i valori che si riferiscono alla 
determinazione n. 17. 
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La data del 3 febbraio corrisponde alla spremitura, e quindi alla com- 
pleta-maturazione, per gli individui corrispondenti alle determinazioni n. 7 
el. 15. 

La determinazione n. 17 si riferisce a un caso particolarmente note- 
vole. Si tratta di uma trota adulta di sesso femminile, che l’anno_ prece- 
dente non aveva subito la spremitura, cosicché conteneva nelle gonadi, 
le uova dell’anno precedente schiacciate e in parte riassorbite, oltre a quelle 
formate durante l’ultimo periodo di maturazione. II peso totale era di gr. 250, 
e il rapporto Muscolo totale/gonadi era inferiore a uno. © 

Infine le determinazioni n. 9 e n. 18 si riferiscono a una coppia di 
trote spremute in data 3 febbraio e mantenute in istato di completa inani- 
zione durante tutto il secondo mese dopo la spremitura. 
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Il grafico B riporta le variazioni della arginina, istidina, lisina, rispet- 
to al modulo di maturazione M/G da me ricavato, e contiene solo i dati 
riferentisi alle determinazioni dal n. 2 al n. 7 (maschi), e dal n. 10 al n. 17 
(femmine), e cioé solo fino all’ epoca della spremitura; l’ultimo tratto della 
curva corrisponde al n. 17. 
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La folele 


Le tabelle e i grafici riportati dimostrano come, durante il periodo 
della maturazione, si abbia nelle proteine muscolari della trota iridea un 
aumento della percentuale dell’azoto di arginina, e una diminuzione nella 
istidina e nella lisina, la prima in modo molto pid marcato. 

Tali variazioni sono tanto pit evidenti, quanto pid si avvicina l’epoca 
della maturazione completa; si accentuano nel periodo di abbattimento e di 
inedia quasi completa che segue immediatamente la spremitura, e diven- 
gono notevolissime prolungando di proposito lo stato di inanizione. 

Tutto cid si verifica in modo molto meno evidente nel maschio che 
nella femmina, nella quale si ottiene il valore zero per |’istidina nel secondo 
mese di inedia dopo Ja spremitura (tab. II, n. 18). 


Per l’interpretazione dei valori qui riportati rimandiamo al lavoro per 
. . . *. . 
esteso in via di compilazione. 
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Patologia (Malariologia). — Dufferenziazione di vazze at 
«Anopheles maculipennts» e sua tmportanza per la soluztone 
del problema matarico. Nota“? di D. FaALLEeRONI, presentata 
dal Corrisp. S. BaGLioni. 


Il problema della incostante azione risanatrice della bonifica agraria fu 
posto (Tommasi Crudeli, 1882) gia prima della scoperta dei parassiti ma- 
larici (Laveran) e della trasmissione dei medesimi per opera degli anofeli 
e solo degli anofeli (Grassi). 

Dopo queste due grandi scoperte sorse un altro importante problema 
da risolvere, l’anofelismo senza malaria. 

Bonservizi. (1903-1905) attribui l’azione risanatrice della bonifica agraria 
all’attrazione esercitata sugli anofeli dal bestiame stabulato ed io potei con 
studi eseguiti nel 1916-1917 confermare tale scoperta che poi esumai e 
avvalorai. Al concetto di Bonservizi accedette anche Roubaud (1920), il 
quale pero ritenne, che l’azione degli animali non si esercitasse subito, ma 
fosse necessaria un’educazione trofica dell’ insetto perche si abituasse a pun- 
gere gli animali invece che luomo. 

La scoperta di Bonservizi dava la giusta ragione dell’anofelismo senza 
malaria. 

Ma non sempre la stabulazione spiegava la sua azione risanatrice. 
Queste osservazioni mi mostrarono la necessita di rivolgere un pil accurato 
esame agli insetti trasmettitori della malaria, che avevo rilevato comportarsi 
nelle diverse zone in modo cosi diverso da far nascere il sospetto della pos- 
sibile esistenza di pil razze o specie di Anopheles maculipennis. Il sospetto 
si mostro giustificato. A seguito di ricerche fatte in maremma grossetana 
nel 1922 e successivamente nelle Paludi Pontine (Casale delle Palme, Pon- 
temaggiore, Terracina) scoprii che |’ Anopheles maculipennis non é una unita, 
ma Vunione di piti razze o specie e resi di pubblica ragione la scoperta con 
una pubblicazione del 1924). La distinzione di razze si basava sui caratteri 
delle uova, caratteri differenziali che si conservano sempre in tutte le depo- 
sizioni di una stessa Anopheles maculipennis e nella discendenza. Distinsi: 
1° uova grige screziate pit o meno di nero e uova grige con due fasce 
nere trasverse in corrispondenza dei galleggianti; 2° uova nere senza o con 
screziatura grigia piu o meno abbondante. 


(1) Pervenuta all’Accademia !’8 luglio 1938. 


(2) D. Fatteront, Studio sugli « Anopheles maculipennis» delle Paludi Pontine. Recanati, 
Tipografia Economica, 1924. 
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Successivamente estesi le osservazioni, oltre che nelle Paludi Pontine, 
all’Italia Settentrionale (Emilia, Piemonte, Lombardia e Veneto) e pubblicai 
i risultati delle indagini in una nuova Memoria del 1926, nella quale con- 
fermai le osservazioni precedentemente fatte sulle uova di Anopheles maculi- 
pennis e sulle diverse specie o razze di questa zanzara “), 

Distinsi quattro tipi: (vedi tavola originale del 1926) 1° fig. 1 e 2 
uova here con screziatura grigia di diversa intensita, talora assente e talora 
notevole specie al centro, sempre perOd interrotta da screziature nere, che 
danno all’uovo un aspetto scuro. La screziatura grigia & formata da tasselli 
minuti, piu piccoli che nelle altre uova. Le camere d’aria sono grandi ¢ tal- 
volta, estendendosi sulla superficie superiore delle uova, le danno un aspetto 
snello. Le uova si avvicinano prevalentemente per gli estremi, formando 
spesso figure geometriche. La zanzara, che le depone, ¢€ di solito pit grossa 
di quella delle uova grige, @ scura, specie negli arti e con macchie alari ben 
distinte. Prolifica, depone molte uova ogni volta (fino a 486); palustre pre- 
domina in canali ricchi di vegetazione, nelle risaie e in luoghi di malaria 
intensa. E molto diffusa, ma non ugualmente distribuita. Si trova abbon- 
dante nel periodo estivo a cominciare da maggio. 

2° Fig. 3 uova grige. Di aspetto chiaro hanno incrostazione grigia 
interrotta da piccole screziature nere con tasselli grigi pil grandi che nelle 
uova nere. I poli sono scuri e le camere d’aria piccole e le uova hanno 
aspetto tozzo e si avvicinano per il lato maggiore disponendosi a serie. 

Nell’Alta Italia hanno aspetto meno chiaro e sono pit snelle; piccole 
differenze che non modificano il tipo. Presentano la stessa forma di scre- 
ziatura e le camere d’aria del pari piccole. La zanzara ¢ domestica, depone 
le uova pit volte, domina in tempi e luoghi diversi in confronto del cla- 
viger dalle uova nere, in parte della primavera, dell’autunno e nell’ inverno. 

3° Fig. 4 ha le uova caratterizzate da due fasce trasverse nere, verso i 
poli, che sono scuri, differisce dalle uova nere per la imcrostazione grigia 
uniforme senza macchie nere e per i tasselli grigi pil grandi; dalle grige per 
la incrostazione grigia uniforme e per i galleggianti pit grandi. Si trova in 
tutti i mesi dell’anno. 

4° Fig. 5 e 6 uova senza o con piccole camere d’aria. Anopheles Sacha- 
rovi Favr. I caratteri dell’uovo e dell’insetto furono rilevati da Christophers e 
confermati da Barraud. Edwards ne cred una specie che chiamo edutus. In Italia 
io la identificai e la studiai, osservai che la mancanza delle camere daria 
non é carattere costante, non si trasmette sempre nella discendenza e non 
si conserva in tutte le deposizioni della stessa zanzara e che invece ¢ costante 
la uniformita dell’incrostazione grigia senza screziature nere. L’elutus ¢ pa- 
‘lustre e domestica come il claviger, si porta nelle stalle e nei porcili per 


(1) D. Fatreront, Fauna anofelica italiana e suo «habitat». Metodi di lotta contro la 
malaria. «Rivista di Malariologia», anno V, fasc. 5-6, 1926. 


— 72 — 
nutrirsi. Sverna come insetto alato, é prolifico. Nelle Paludi Pontine non 
sembra abbia parte notevole nella propagazione della malaria, perch € poco 
diffuso e non predomina nei luoghi pit malarici. Vettori pit importanti di 
malaria sono gli Anopheles maculipennis dalle uova nere e dalle uova grige 
e proposi per essi le seguenti denominazioni: 

Anopheles claviger, F. (maculipennis, Mg.) var. messeae—Falleroni, per 
quella dalle uova nere. 

Anopheles claviger, F. (maculipennis, Mg.) var. labranchiae—Falleroni, 
per quella dalle uova grige. 

La mia scoperta in un primo tempo fu presa in considerazione in Italia 
da La Face“ e Brighenti e nel 1931 confermata dall’entomologo e mala- 
riologo tedesco, il Martini con due pubblicazioni @. In seguito é stata accet-— 
tata da tutti i malariologi, che hanno anche riconosciuto che il mezzo da 
me adoperato, basato sui caratteri delle uova, é il solo valido per distin- 
guere le razze di Anopheles maculipennis. 

Nel 1932, su invito della Direzione generale di Sanita Pubblica, ripresi 
eli esperimenti sulla malaria e in special modo sulla zooprofilassi applicata 
con pieno successo ad Ardea, il paese pil malarico dell’Agro Romano. In 
una pubblicazione dello stesso anno G) confermai le precedenti osservazioni 
sulle uova e denominai basilii PA. maculipennis che depone le uova a fasce. 
Questa denominazione, sulla quale insisto, non fu mantenuta arbitrariamente 
da una Commissione di malariologi della Societa delle Nazioni convocata 
a Roma (20-22 agosto 1934) su richiesta di Hackett per discutere una rela- 
zione di Hackett e Missiroli sulle razze di A. maculipennis. Evidentemente 
questa Commissione non era esattamente informata dei miei lavori. 

Da quanto sopra é detto risulta che la differenziazione dell’A. maculi- 
penmis in pid razze o specie, fu fatta da me nel 1924, prima di ogni altro 
Autore, con una tecnica assolutamente originale; basata sull’esame delle uova 
e che la scoperta fu ribadita con successive pubblicazioni, tra le quali é da 
ricordare quella del 1926. 

Alle razze di A. maculipennis da me differenziate altre se ne sono 
aggiunte in seguito e precisamente nove: l’atroparvus, il melanoon, il subal- 
pinus, il fallax, il sicaulti, il pergusae, Voccidentalis, Varteci, il camburnaci. 
L’atroparvus e il malanoon sono state ammesse dalla precitata commissione 


(1) L. La Face, Revisione degli Anofelini italiani. « Rivista di Malariologia », anno V, 
fasc. 1, 1926. 

(2) E. Martini, A. Missirott und L. W. Hackerr, Versuche zum Rassenproblem des 
Anopheles maculipennis. « Archiv. ftir Schiffs- und Tropen-Hygiene, Pathologie u. Therapie 
exotischer Krankheiten 1931», Heft. 11; E. Marrini, Die Rassenfrage bei Anopheles ma~ 
culipennis: ein Kritisches Sammelreferat. « Archiv. fir Schiffs- und Tropen-Hygiene ecc. », 
1931, Hefti. 

(3) D. FALLERONI, Zooprofilassi e sua applicazione in Ardea (Agro Romano). Diverse 
raxxe di « Anopheles maculipennis ». Roma, Tipografia Cuggiani, Via della Pace, 35, 1932. 


della Societa delle Nazioni. Nel 1926 van Thiel osservd in Olanda una 
differenza nelle dimensioni tra gli anofeli delle zone palustri e quelli delle 
zone non paludose. Questo Autore non ebbe l’idea che si trattasse di carat- 
teri di razza e attribui la differenza di lunghezza delle ali a condizioni ambien- 
tali, acque dolci, acque salmastre. Successivamente (1927) Swellengrebel e 
collaboratori dimostrarono che le differenze corrispondevano a diversita di 
tazza e a diverso comportamento biologico. Van Thiel denomind atroparvus 
A. maculipennis olandese dalle ali corte per distinguerlo da quello delle ali 
lunghe (che corrisponde all’. maculipennis var. messeae, da me differenziata 
fin dal 1924). Venuto poi in Italia, per invito di Hackett, credette di poter 
separare dal labranchiae Vanofele a uova grige scure, che identificd con 
Vatroparvus, anofele olandese ad ali corte, basando la distinzione su diffe- 
renze rilevate da De Buck nella struttura intercostale dei galleggianti, liscia, 
chiara nell’A. maculipennis dalle uova grige scure, striata scura nell’4. macu- 
lipennis dalle uova grige chiare. 

Ma questo carattere differenziale non & costante e non pud servire per 
distinguere la pretesa var. alroparvus dalla varieta labranchiae, come lo stesso 
van Thiel ha in seguito osservato in Olanda®. In Italia la razza atro- 
parvus distaccata dalla razza labranchiae non fu accettata, ad esempio dalla 
scuola bolognese, da Ottolenghi e Rosa @). 

La differenziazione del melanoon dall’A. maculipennis dalle uova netre, 
messeae, fu fatta da Hackett che trovo nell’uovo senza o con lieve screziatura 
grigia un disegno esagonale, al quale attribui il valore di carattere differenziale 
genotipico. Ma tale disegno esagonale si osserva anche nelle uova a scre- 
ziatura grigia abbondante, come lo stesso Hackett ha in seguito constatato. 
Questa constatazione invece di indurre I’A. a rinunziare al melanoon gli ha 
consigliato la distinzione di una nuova razza, il subalpinus. Il camburnaci 
fu distinto da Roubaud; esso si caratterizza per la facilita ad accoppiarsi in 
spazi ristretti, per le uova con galleggianti piccoli. Ma questo carattere dei 
galleggianti lo unisce all’A. maculipennis labranchiae, dal quale il cambur- 
naci non pare si possa agevolmente differenziare. Cosi anche non sembra 
poggiare su basi solide la distinzione della varieta fallax dall’ A. maculh- 
penms dalle uova nere e scure, fatta anche da Roubaud. 

Altre osservazioni si potrebbero fare circa le variett nuove di A. ma- 
culipennis citate, ma questo rion ¢ lo scopo di questa mia Nota che si pro- 
pone. di ricordare sinteticamente i primi studi sulla differenziazione di razze 
dell’A. maculipennis per mezzo dei caratteri delle uova e di osservare che 
le nuove conoscenze acquisite servono alla spiegazione di fenomeni oscuri 


(1) P. H. van Tater, Recherches sur la presence de V Anopheles var. labranchiae dans 
les. Pays—Bas. «Bull. Soc. Path.» ext. 27: 140-154, Seduta 14 febbraio 1934. 

(2) D. Orrorencute A. Rosa, Ricerche sulle razze di « Anopheles maculipennis» de 
Ferrarese e di alcune zone limitrofe. « Bullettino delle Scienze Mediche », Organo della So- 
cieta Medico-Chirurgica di Bologna, anno CV, fasc. VI, 1933. 


epidemiologici della malaria e a meglio combattere questa malattia. Oggi 
sappiamo che le tre razze differiscono anche biologicamente. 

I maculipennis dalle uova grige e dalle uova nere (Jabranchiae e messeae) 
si nutrono indifferentemente sugli animali e sulle persone e affluiscono nei 
ricoveri animali quando i medesimi sono interposti tra le abitazioni ¢ le 
raccolte idriche e formano per essi centri di nutrimento pit comodi e di 
maggiore attrazione. Nei casi invece, purtroppo frequenti, in cui questa con- 
dizione non é osservata i maculipennis labronchiae e messeae continuano, al- 
meno in buona parte, ad invadere le abitazioni e ]a malaria persiste nonostante 
la bonifica agraria. Cosi ¢ risolto l importante problema degli antichi ma- 
lariologi: incostanza dell’azione risanatrice della bonifica agraria. Pui solle- 
cito a dettare le norme per una stabulazione efficiente ai fini della profilassi 
antimalarica, norme che discussi in tre pubblicazioni“). 

Il maculipennis dalle uova a fasce, var. basilii, che io nella mia pub- 
blicazione del 1926 non unii alle altre due varieta o specie, che ritenni 
vettrici di malaria, ha tendenza naturale a pungere gli animali e si porta 
nei loro ricoveri anche quando non sono situati a difesa delle abitazioni, 
é scarso o assente nelle abitazioni, predomina in zone risanate, poco avido 
di sangue, poco ageressivo. Cid &€ confermato ampiamente dallo studio del- 
l’anofelismo e della malaria del vasto territorio dell’ Agro Romano. Diffon- 
dere questa razza di maculipennis in modo da sostituire in gran parte le altre 
vettrici di malaria puo ritenersi il mezzo nuovo ed utile di lotta contro la 
malaria. Nel 1934, con mezzi forniti dallo Stato (Direzione Generale della 
Sanita Pubblica) feci in proposito l’esperimento nell’Agro Pontino in due 
zone, a Casale dei Pini, dove predominava il maculipennis messeae, e nel 
Pasubio, dove predomina il labronchiae. 

Tale esperimento ha dato risultati favorevoli ed & oggetto di una par- 
ticolareggiata Memoria di prossima pubblicazione. 


(1) D. Farreronti, Per Ja soluzione del problema malarico italiano. « Rivista di Mala- 
riologia», anno VI, 1927; Discussione sulla xooprofilassi (Nota sesta), Norme per le costru- 
xioni rurali in zone malariche. « Rivista di Malariologia», anno VIII, 1929; Costruzioni 
rurali in zone malariche. Roma, «La Cardinal Ferrari» S. A. I. Tipografia Via Germanico 
136, anno 1930. 
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Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 
Pervenute all’ Accademia durante le ferie del 1938 (Anno XVJ). 


(Ogni Memoria e Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo) 


Geologia (Geochimica). — /nterpretazione geochimica delle 
formaztiont guaternarie dt Grotta Romanelli (Lerra a’ Otranto). 
Il. — 7 complesst colloidali. Nota® del Socio G. A. BLANnc 
(in collaborazione col dott. T. Manrovant). 


Nella prima parte di questo lavoro) sono stati esposti i dati del pro- 
blema che mi sono proposto ed i mezzi adoperati per risolverlo. 

In questa seconda parte vengono anzitutto riportati i risultati dello studio 
dei complessi colloidali inorganici che, nella maniera gia descritta, sono stati 
separati dai materiali costituenti i livelli principali del deposito di riempimento 
della grotta, 

L’esame di codesti complessi colloidali inorganici comporta anzitutto 
un’analisi chimica centesimale, e poi un trattamento destinato a discrimi- 
nare la silice presente allo stato libero, e cioé sotto forma di quarzo, da 
quella presente allo stato di combinazione, cioé, in questo caso, sotto forma 
di silicati idrati di alluminio e di ferro, che costituiscono una parte cosi 
importante della porzione colloidale dei suoli. Tale discrimina fra silice 
libera e silice combinata, come € noto, permette, con la conseguente deter- 
minazione dei rapporti molecolari fra silice combinata e sesquiossidi di allu- 
minio e di ferro, di trarre interessanti conclusioni circa I’ eventuale stadio 
di laterizzazione, o allitizzazione, a cui un suolo pud essere giunto. 


(1) Presentata nella seduta del 1° maggio 1938. 
(2) Questi « Rendiconti», vol. XXVIJ, 1938, pp. 189-197. 
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E cid, nel caso di paleosuoli come quelli di Grotta Romanelli, i quali 
furono sottratti ad ogni azione geochimica e ad ogni processo pedogenetico 
apprezzabili dall’epoca della loro segregazione dall’ambiente esterno, puo come 
si é gid detto, contribuire a gettare qualche luce sul regime climatico ed 
ecologico che a quell’ epoca regnava nella regione. 


Per determinare il rapporto molecolare fra la silice combinata e |’ al- 
lumina, e quello fra la silice combinata e la somma dei sesquiossidi di 
alluminio e di ferro, venne applicato il cosidetto «metodo dei tre acidi». 
Questo metodo venne adoperato secondo le norme indicate da F. Hardy e 
R. R. Follet-Smith © che sono le seguenti: 

gr. 1 di materiale viene trattato in uma capsula con cm} 30 di una 
miscela formata da 4 parti di acido solforico concentrato (d = 1.84), 2 parti 
di acido cloridrico concentrato (d = 1.19) e 1 parte di acido nitrico con- 
centrato (d = 1.40). La capsula é ricoperta da un vetrino da orologio, e il 
contenuto viene scaldato dolcemente su bagno di sabbia, finche cessa la 
emissione di fumi bruni. Il coperchio viene allora tolto e la miscela viene 
scaldata fortemente, finché cessa la emissione di fumi bianchi. La sostanza, 
che ha assunto una consistenza pastosa, viene ora lasciata raffreddare, 
dopo di che si aggiungono cm; 50 di acido cloridrico al 10°/,. Indi si torna 
a scaldare all’ ebollizione e si raccoglie il residuo solido su di un filtro fino, 
e lo si calcina in crogiuolo di platino. Indi si aggiungono cm} 25 di solu- 
zione d’idrato sodico al 2°/o, e si riscalda per tre ore, riportando il liquido 
a volume con aggiunte di acqua. 

In questo modo la silice colloidale, derivata dall’attacco dei silicati pre- 
senti nel materiale ccsi trattato, passa in soluzione allo stato di silicato 
sodico, mentre la silice che si puo trovare nel materiale stesso sotto forma 
di quarzo, rimane indisciolta. 

Un’ ulteriore filtrazione su carta fina seguita da lavagegio, permette di 
separare la porzione solida. Il liquido poi viene evaporato a secto, ed il 
residuo scaldato per un’ ora a 130° C., dopo di che si aggiungono cm} 50 
di soluzione di acido cloridrico al 10°/, e si scalda all’ ebollizione. Il pre-_ 
cipitato che cosi si ottiene viene raccolto su filtro e calcinato. 

Trattando con acido fluoridrico le due porzioni solide cosi ottenute, si 
determinano rispettivamente la silice libera e la silice combinata presenti 
nel materiale in esame. 

I residui solidi, eventualmente lasciati dai due trattamenti all’ acido fluo- 
ridrico, vengono ripresi mediante fusione con bisolfato potassico e aggiunti 
al primo filtrato ottenuto dopo l’attacco coi tre acidi. In questo liquido 
vengono poi dosati i sesquiossidi di alluminio e di ferro. 


(1) F. Harpy, Studies in tropical soils. «Journ. of Agric. Sc.», vol. XXI, 1931, 
p. 150 € sg. 


CoMPLEsso COLLOIDALE INORGANICO DELLA FORMAZIONE INFERIORE 
A TERRA GIALLO GRIGIA. 


Questa formazione & costituita, come gia si @ detto, da un letto di 
pietrisco calcareo derivante dall’accumulazione sul posto di frammenti di 
roccia, per lo pil. minuti, provenienti dal lento disgregamento della volta 
della grotta. Questi frammenti di calcare, a differenza di quelli costituenti 
la sottostante spiaggia emersa, non presentano traccia alcuna di usura per 
fluitamento, ma presentano per contro i segni di una alterazione superficiale 
alla quale deve attribuirsi, come ora vedremo, il materiale argilloso—calcareo 
di colore giallo-grigio che pi o meno abbondantemente |i ricopre e che 
tiempie anche in parte gli interstizi del deposito. 

Per quanto riguarda le caratteristiche paleontologiche di questa forma- 
zione inferiore gia descritta precedentemente ©) basti per ota ricordare che 
essa ha dato lIppopotamo, il Rinoceronte di Merck e |’ Elefante antico, 
accompagnati dallo Sciacallo, dal Daino, dal Coniglio: vale a dire quel 
complesso faunistico a carattere «caldo » che vediamo scomparire completa- 
mente e definitivamente, a.Grotta Romanelli, soltanto col passaggio dal 
deposito intermedio a terra rossa, caratterizzato anch’esso dalla stessa fauna, 
al deposito superiore a terra bruna, la cui fauna, comprendente l’ Equide 
asinino di Regalia, tipico abitatore di steppe, assume un carattere spiccata- 
mente «freddo » per la presenza, ormai confermata da nuovi trovamenti, 
oltre che dello Stambecco, dell’ Alca impenne. 


Il metodo, gia descritto, per la separazione del complesso colloidale 
inorganico dal campione di deposito, comprende anzitutto un primo passaggio 
del materiale dallo staccio da 2 m/m, per eliminare la porzione pil gros- 
solana. Sebbene i risultati dello studio del materiale detritico debbano fare 
oggetto di una successiva nota, ¢ opportuno rilevare sin da ora che i fram- 
menti di roccia calcarea raccolti in questo strato presentano una superficie 
rugosa, che un lavaggio lascia bianca o lievemente colorata in giallastro. 
Tale rugosita, che all’esame con la lente appare dovuta ad una corrosione 
del calcare, e inoltre ’aderenza del materiale argilloso-calcareo giallo-grigio 
da cui la superficie dei frammenti di roccia appare intrisa, differenziano in 
maniera spiccata i frammenti della roccia locale rinvenuti a questo livello 
da quelli che si rinvengono nelle due parti intermedia e superiore del 
deposito di riempimento, che abbiamo designati rispettivamente come forma- 
zione a terra rossa e formazione a terra bruna. 

Come ayremo infatti campo di vedere meglio in appresso, i frammenti 
del calcare locale della grotta, rimasti sepolti in queste due ultime forma- 


(1) G. A. Blanc, Grotta Romanelli, I, « Arch. Antr. Etn.», vol. L., 1920, fasc. 1-4. 
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zioni, non si mostrano per nulla intrisi del predetto materiale argilloso— 
calcareo giallo-grigio che, nella formazione inferiore, ¢ stato evidentemente 
prodotto dal processo di decalcificazione a cui la roccia calcarea € stata 
sottoposta durante i periodi di abbondanti infiltrazioni idriche le quali origi- 
narono la potente crosta stalagmitica che ricopre la formazione stessa. Si avra 
occasione di ritornare su tutto cid allorquando si dovranno trarre le con- 
clusioni delle presenti indagini, ma era opportuno rilevare fin da ora questa 
prima diversitd sostanziale tra la formazione inferiore e quelle intermedia 


e superiore. 


Ritornando ora alla separazione del complesso colloidale inorganico 
da esaminare, occorre osservare subito che esso, nella formazione inferiore, 
rappresenta una percentuale assai piccola del materiale grezzo, per cui si 
sono dovuti adoperare oltre 700 gr. di questo per ottenere il quantitativo 
di colloide necessario all’esame. 

Infatti da 730 gr. di materiale grezzo si sono ottenuti, applicando il 
metodo descritto nella prima parte di questo lavoro, gr. 3.925 di sostanze 
colloidali inorganiche. 

L’analisi chimica globale di un campione medio del materiale grezzo 
di partenza, quale & stato raccolto nella formazione, e quella del complesso 
colloidale inorganico, entrambi seccati a 105° C., hanno dato i risultati riportati 
nelle tabelle I e IL che seguono. 

Il trattamento coi tre acidi, secondo il metodo di Hardy e Follet-Smith, 
per la discrimina della silice combinata dal quarzo e la conseguente deter- 
minazione dei rapporti molecolari fra silice combinata e sesquiossidi di al- 
luminio e di ferro, ha dato i risultati riportati nella tabella III, in cui sono 
indicate le percentuali di silice combinata, di sesquiossidi di alluminio e di 
ferro, nonche il corripondente valore del rapporto SiO, combinata: R.O, . 

Le percentuali del quarzo, dei rimanenti ossidi e dell’acqua combinata 
sono state rageruppate in un’unica cifra. 


TaBetia I. 

P. calcin.| SiOz | ALO; | FesO,| CaO | MgO Nao K.O [sno Ti0, | Somma 
34.37 | USI Zale e253 13 es2.32 ts) CONG} sae. | COOLIO RS IOI.51 
Tapetra II, 

P. calcin.| SiOz | Al,O;/ Fe.0,| CaO | MgO | Na,O} KO | MnO | Ti0; | Somma 
sateyAl | Silla Oye 256 225 eet 27 ee ae | tr. (ie 0.07| 0.88 98.96 


ie eT 


Tapetca III. 


SiO, lib. + 
Si02 comb. Al,03 Fe203 H.O comb. Somma de ee 
+ rim. ossidi SiO, : RO; 
37-09 | 24.99 | els | 29.28 | 98.51 | 2.36 


COMPLESSO COLLOIDALE INORGANICO DELLA FORMAZIONE INTERMEDIA 
A TERRA ROSSA. 


Questa formazione é costituita, come ¢ stato dimostrato sin dalla prima 
mia pubblicazione riguardante Grotta Romanelli® e come ho ricordato nella 
prima parte di questo lavoro, da un lembo di duna d’arresto formata di 
materiale terroso e sabbioso, che in un periodo in cui il livello del Medi- 
terraneo era pil basso dell’attuale, venne dai venti asportato dalla vasta 
pianura costiera antistante alla scogliera nella quale si apre la grotta: pianura 
che oggi € immersa. 

Gli argomenti sui quali é fondata questa interpretazione della origine 
dei depositi a terra rossa e a terra bruna di Grotta Romanelli verranno 
pit estesamente discussi in seguito: per ora basta tener presente che la 
cavita di Grotta Romanelli offre tutti i requisiti che erano necessari per 
accogliere e conservare in condizioni di particolare protezione 1 materiali 
che in tal modo vi si accumulavano. 


Di un campione medio del materiale grezzo della formazione a terra 
rossa seccato a 105° C., venne effettuata l’analisi globale coi risultati riportati 
nella tabella IV. 

La preparazione del complesso colloidale inorganico effettuata su gr. 50 
di una porzione del materiale terroso-sabbioso grezzo inferiore a 2 m/m., 
ha fornito gr. 10.125 di colloide, sui quali € stata operata Panalisi chimica 
centesimale riportata alla tabella V e il trattamento coi tre acidi i cui risultati 
sono riportati alla tabella VI. 


TABELLA IV. 
P. calcin.| SiOz | Al,O;| FezO;| CaO MgO | Na,O} K20 | M nO | TiO, | Somma 
13.02 56.10 | 16.71 | 8.04] 6.40] 0.15 (bie 0.01 | 0.09 | 0.92 101.44 


(1) G. A. BLanc, Grotta Romanelli, I, «Arch. Antr. Etn.», vol. L, 1920, fasc. 1-4. 
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P. calcin. | SiO. | Al.O, F6,0,| CaO | MgO | Na,O| KO | MnO | TiO, | Somma 
| 
10.15 AGi1O 32.30 | 10.02 0,50") “itr. = | fair | itis, || “HOS 99.02 
Tapetta VI. 
SiO, lib. | Ra 
pp. mol. 
SiOz comb. Al,O, Fe,0, H,0 comb. Somma ay ae 
2 ) 2 me ae ria, ornate | SiO5 c RO, 
39.20 | 31.85 | 9.32 | 18.52 | 98.89 | ey 


COMPLESSO COLLOIDALE INORGANICO DELLA FORMAZIONE SUPERIORE 
A TERRA BRUNA. 


Si pud, per quanto riguarda la natura e Vorigine dei materiali costituenti 
questa formazione, ripetere quanto si e detto nei riguardi della sottostante 
formazione a terra rossa. Se si eccettuano infatti le differenze sostanziali 
esistenti fra i complessi faunistici che caratterizzano le due formazioni, esse, 
dal punto di vista dei caratteri somatici, non si distinguono che per il colore. 
E, come vedremo, la loro composizione chimica centesimale si puo dire la 
stessa, se si eccettuano le variazioni che possono derivare dalla maggiore o 
minore abbondanza di frammenti di roccia calcarea e di sabbia quarzosa 
nei campioni che si esaminano. 

Anche questa formazione superiore, come quella intermedia, ¢ per le 
ragioni gia esposte, da considerarsi come un lembo di duna d’arresto formata 
da materiale d’apporto eolico accumulatosi nell’anfratto di Grotta Romanelli 
durante un periodo in cui il livello marino era pil basso dell’attuale, ed 
era conseguentemente emersa una parte almeno della pianura costiera rivelata 
dai rilievi batimetrici. 

Cid detto si riportano qui appresso, nelle tabelle VII, VIII, IX, i 
risultati, rispettivamente, delle analisi chimiche globali di un campione medio 
del materiale grezzo e del complesso colloidale inorganico, seccati a 105° C., 
e del trattamento col metodo di Hardy e Follet-Smith. 


TasBetta VII. 


P. calcin.| SiO, | Al,O3| Fe.0;,} CaO | MgO |} Na.O} KO | MnO 


TiO, | Somma 


PRG | Cys: 


99.11 


Set yee 


Tapetta VII. 


P. calcin.} SiO, | Al,O,| Fes0,| CaO | MgO | NazO| K20 | MnO TiO, | Somma 
13.60 ASOS A S27 58 elO- On|) OulS i | tr: O10 Onl OrO5 102,08 
Tapetta IX. 

SiO, comb. Al.O; Fe,0, 10 eae Somma Dae ane 

; ; + rim. ossidi Si02 : R203 
39.60 | 31.35 | adi | 18.62 | 99.44 | 1.76 


Dato che nello studio dei suoli viene da vari autori adoperato il criterio 
dell’estratto con acido cloridrico, anziché quello dell’estratto coi tre acidi, 
puo essere interessante mettere a raffronto i rapporti molecolari SiO, c.:R.O; 
ottenuti come sopra con quelli che si ottengono trattando gli stessi campioni 
di complessi colloidali secondo laltro metodo. 

Nell’applicare questo criterio dell’estrazione con acido cloridrico sono 
state seguite le norme dettate da Van Bemmelen @). 

Il materiale, preventivamente seccato a 105° C., viene trattato con una 
soluzione di acido cloridrico di densita D = 1.035 alla temperatura di 55° Cc: 
per mezz’ora. Dopo di che si filtra e si determina Al,O,, Fe,O; e SiO. 
nel filtrato. Il residuo rimasto sul filtro viene indi trattato con una soluzione 
di soda caustica di densits D = 1.04, alla temperatura di 55° Oe penns 
minuti primi, dopo di che si filtra e si dosa Al,O,, Fe.O; e SiO, nel 
liquido. Si tratta quindi il residuo solido di questa operazione con una 
soluzione di acido cloridrico di densita D = 1.2, per mezzora all’ebolli- 
zione, si filtra, e si dosa anche qui MU Op mies O26 312 7etel filtrato. 
Finalmente il residuo solido di questa ultima operazione viene anch’esso 
trattato con una soluzione di soda caustica di densita D = 1.04 per 5 minuti 
primi alla temperatura di 55°C. e vengono dosati Al,O;, Fe,O, e SiO, nel 
Fltrato. Le somme dei quattro pesi cosi ottenuti rispettivamente per ALO, 
Fe,O; e SiO., le quali danno i quantitativi di ciascuno dei tre ossidi estratti 
nel corso delle operazioni sopradescritte servono alla determinazione del 
rapporto molecolare fra silice combinata e sesquiossidi. 

L’applicazione di questo metodo ha dato nel nostro caso i risultati 


seguentl 5 


(1) J. M. Van BEMMELEN, Die Absorptionsverbindungen und die Absorptionsvermogen 
der Ackererde. «Landw. Vers. Stat. », vol. XXXV, 1888, pp. 67-135. 


Mate (Qi tee 


TABELUE: Ky eke 


= Residuo non Rapp. mol. 
SiOz ¢.} Al,O,; | Fe20; BARE IES Somma SiO; CP RO: 
X.— Formazione inferiore 
a terra grigio-gialla .| 32.49| 21.74| 7.16 41.02 102.41 2.20 
XI. — Formazione inter- 
media a terra rossa .| 29.44] 23.88] 8.00 38.20 99.52 NEG? 
XII. — Formazione supe- 
riore a terra bruna .| 27.06] 22.38] 8.04 43.92 IOI.40 1.66 


COLLOIDI UMICI. 


Data la considerevole proporzione di calcare presente nelle varie forma- 
zioni costituenti il deposito di riempimento della Grotta Romanelli ed i 
valori della concentrazione idrogenionica che ne risultano (pH intorno ad 8) 
era da prevedersi che le sostanze umiche eventualmente presenti non fossero 
facilmente peptizzabili. 

Ed infatti, un trattamento anche prolungato con soluzione di NH, 
a 6°,, a caldo, non arriva a portare in soluzione quantita apprezzabili di 
humus, che pure, come vedremo, é€ presente. 

E presumibile che gli acidi umici si trovino qui legati anzitutto alla 
calce, che abbonda, ed anche ad altre basi, particolarmente ai sesquiossidi 
di ferro idrati che sono presenti in quantita notevoli specie nella terra rossa 
e nella rerra bruna. 

Il dosaggio degli acidi umici presenti nel materiale grezzo & stato 
dunque effettuato come segue: 

I] campione integrale di materiale grezzo, di dimensione inferiore a 
mm. 2, viene anzitutto trattato con una soluzione di HCl a 1 °/, per elimi- 
nare il calcare presente. Il residuo, raccolto su filtro, viene triturato in 
mortaio d’agata sino a passaggio totale allo staccio 120, e questo materiale 
viene trattato con una soluzione di HCl1:2 per eliminare il sesquiossido 
di ferro. Il residuo, raccolto su filtro, e lavato, viene trattato con una 
soluzione di NH, a 6°/, ripetendo loperazione fino a che il liquido ottenuto 
risulti incoloro. 

Il filtrato si evapora a bagnomaria, in capsula di platino, si secca a 


105°C. e si pesa una prima volta: dopo di che si calcina fino a costanza 
di peso. 


aan 


La differenza fra le due pesate da il contenuto in humus. Una causa 
derrore pud essere la presenza d’acqua di idratazione di sostanze inorganiche 
(prevalentemente silice) passate insieme agli acidi umici nel filtrato. “Ma, data 
la proporzione minima di tali sostanze inorganiche, riscontrata nel caso 
nostro, Perrore & da considerarsi come del tutto trascurabile. 

I risultati ottenuti sono stati 1 seguenti: 


Conlenuto in bumuts. 


Formazione inferiore, a terra grigio-gialla . . 0.12 °/o 
Formazione imtermedia, a tetra rossa’. 9...) 013.2 Oo 
Formazione Superiore; a, terfa. bruna = . we4" 7 1.05 fo 


Dall’ insieme dei risultati sopra riportati, che verranno discussi in ma- 
niera pil esauriente dopo che, in un’ulteriore Nota, saranno state esaminate 
le caratteristiche dei complessi detritici, si puo intanto desumere quanto segue: 

I risultati delle analisi globali dei campioni medi del materiale grezzo 
delle tre formazioni (tabelle I, [V e VIL) mostrano delle considerevoli diffe- 
renze sopratutto nel contenuto in calce, dovute ai detriti della roccia locale 
accumulatisi in maggiore o minore abbondanza ai vari livelli, e nel conte- 
nuto in silice determinate da proporzioni pit o meno considerevoli di sabbia 
quarzosa. 

Se poi si mettono a raffronto i risultati delle analisi globali dei com- 
plessi colloidali inorganici separati dalle tre formazioni (tabelle II, V e VIII), 
si vede che la composizione del complesso colloidale della formazione infe- 
riore si differenzia notevolmente da quella dei complessi colloidali delle altre 
due formazioni. 

Se poi si passa ai risultati del trattamento coi tre acidi si vede che le 
proporzioni della silice combinata e dei sesquiossidi di alluminio e di ferro 
sono sensibilmente le stesse per i due campioni di materia colloidale delle 
formazioni a terra rossa e a terra bruna (tabelle VI e 1X) mentre sono 
sensibilmente diverse pel campione della formazione inferiore a terra giallo— 
erigia. 

E infatti mentre per i primi si hanno rapporti molecolari SiQ7E Reo, 
molto simili (1.71 e 1.77), ed entrambi inferiori a 2, questo rapporto, nel 
caso della formazione inferiore sale a 2.34. 

Questi risultati sono confermati da quelli ottenuti applicando il criterio 
dell’estratto cloridrico secondo il metodo di Van Bemmelen, il quale rive- 
lerebbe anch’esso una differenza marcata fra terra giallo-grigia e terre rossa 
e bruna, accentuando notevolmente il contrasto fra il carattere siallitico della 
prima e la tendenza allitica delle seconde. 


Vedremo in seguito quali rapporti si possano stabilire fra la terra 
bruna e la terra rossa della Grotta Romanelli, e fra entrambe queste e 
le formazioni terrose (boli, terre rosse e terre brune) dell’ Italia Meridionale 
in genere e della Penisola Salentina in particolare. 

Finalmente per quando concerne i colloidi umici, & posta in evidenza 
Ja presenza di una proporzione di circa 1°/. di humus, nella formazione 
superiore a terra bruna, attraverso tutto lo spessore (oltre 3 m.) della quale 
‘tale proporzione si mantiene sensibilmente costante. 

Avro campo di dimostrare meglio, in sede di conclusioni, come trattisi 
indubbiamente di humus fossile, formatosi nel suolo della pianura antistante 
la grotta nel periodo di emersione gia menzionato e quindi apportato nella 
grotta stessa con le particelle di polviscolo eolico alle quali trovavasi unito. 
Per ora basti osservare che la proporzione di esso nella terra bruna di 
Grotta Romanelli e dell’ordine di quelle che si riscontrano in altre terre 
brune o bruno—castane, imparentate ai Tschernozem dell’ Europa orientale, 
il cui aspetto e la cui natura sono molto simili, come vedremo, a questa 
formazione della Grotta Romanelli. 

Il contenuto di humus nelle altre due formazioni é assai minore. II che, 
come vedremo meglio in seguito, si spiega, se si osserva che Ja terra rossa 
ha tutti 1 caratteri di un suolo rubefatto corrispondente ad un regime clima- 
tico tropicale o subtropicale sotto il quale le sostanze umiche vengono rapi- 
damente distrutte, e che la terra giallo—grigia appare come un/’argilla di 
decalcificazione del calcare locale accumulatasi in situ, che, data la sterilita 
dell’ambiente nell’ interno della caverna, non ebbe mai modo di arricchirsi 
in humus. 


Alle determinazioni sopra riportate ha validamente cooperato, specie 
per quel che riguarda le sostanze umiche, la sig.na dott.sa C. Cortesi. 


MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Ux esempio tipico nella teorta della trasfor- 
mazione di Laplace. Nota® di L. Amerio, presentata dal 
Corrisp. U. Cisorri: 


E ben noto che sul contorno del cerchio di convergenza di una serie 
di potenze esiste almeno un punto singolare della funzione rappresentata 
entro il cerchio dalla serie stessa. 

Lo stesso non pud dirsi per la serie di Dirichlet e neppure per la 
trasformata di Laplace, a meno che, per quest’ ultima, non si supponga, 
ad esempio, che la funzione trasformanda sia una trascendente intera di 
tipo esponenziale, oppure sia = 0 4), 

Mi propongo qui di indicare una funzione F (?) trasformabile nel 
semipiano R(p)>>—1 e analitica nel semipiano R(p)>>—2, dove 
p=ut+wm é la variabile complessa che compare come parametro nel- 
l’ integrale 


r= Tee ih 


ie) 


Una tale funzione si pud costruire tenendo presente V’esempio stesso che 
fu dato dal Bohr“ per la serie di Dirichlet. Eghi dimostro precisamente che 
la serie 


eg) 
a Ges ry ia en p 
A 


\ 


dove é 


Nr a ML 5) eee Tae ars 


converge nel semipiano #=>>0 € rappresenta una funzione analitica nel 


semipiano vu >—I. 
Consideriamo ora, per 7=0,1,2,°"° la successione di numeri 


Ayn = 20 : Mined SS at air ey 


Ney ae ei Oe Maio sre 0 rae 6" 


(1) Lavoro eseguito presso Istituto Matematico della R. Universita di Milano. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 20 agosto 1935. 

(3) DorrscH, Theorte und Anwendung der Laplace-Transformation. Berlin, Springer, 
1937, P+ 75, Satz 1, P- 59 Satz) I: 

(4) H. Bour, Einige Bemerkungen tiber das Konvergenz problem Dirichletschen Reihen. 
«Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo», to. 37, 1913. 


Say gee ; 


e'Sia P(t) Sav per 2p BNA eee Oye ees eee 
<p 2 wee ere? Pd) SOL per tutti glial” valorioat ve 

Cominciamo col dimostrare che la funzione F (f) cosi definita, evidente- 
mente trasformabile, ha come ascissa di convergenza —1. 

Per questo, indicando con F, (#) e F, (2) le funzioni che assumono i 
valori di F(£) rispettivamente nei punti in cui questa € 20 e sono nulle 
negli altri, proviamone dapprima la trasformabilita nel semipiano u >—TI. 

Considerando la F, (#) si ha 


0.0) ils 
| eH F, (1) dt = lim | e— F, (1) dt 
T S300 J 


oO oO 


e, supponendo dapprima di far tendere T all’infinito coi valori 4,,,4,, si ricava 


aes) ee Pha p— Phin oO J pees 
(1) | pay 2 (1) eee > e PN CPA ant a a > peer I Cane 
= n P a n p 
me) 


La serie ottenuta converge uniformemente e assolutamente in ogni 
semipiano “=u, >>—1. Si ha infatti 


Cahn a eae oe a | Aan -ba 
Gye a teat =| eM G)dtl= edt = 
| Pp | | 
i, n Rin 
= oe 2hg—uant [ule 2" = plu] gp—2n(« + 1) 


che dimostra la tesi. 


Pet’ p< ——1 ‘si ha poi, posto —p=o >> 1 ,¢7** = % 


linger eae (1 — gn”) erohimee 7s (1 — ex *") = 


a—> CO u—>0O 
? iC ey(Zo" ‘ 
== lhron Se lim — oS 
2 SSo te x x=>0 XC 


ciot la (1) diverge per p<c—r e quindi F,(#) non & trasformabile per 
R(p)<—1. Lo & invece per R(p)>>—1, come si prova facilmente 
ricordando che, per quanto si é visto, esiste per. p >= Tl 


Ment 
lim | PES (8) Gt 
nee : () 


ie) 


e che e F,@) =o. 


Allo stesso modo si procede per la funzione F, (!) per la quale si ha 


2) Vem dark ae Wee Le a 
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Considerando ora la F (#) = F, @) + F. (t) dimostriamo che ha come 
ascissa di convergenza — I. 


Infatti F (#) & evidentemente trasformabile nel semipiano R (p) >—I 
Casita, pen le (2) ex(3)5 


n 


l= ne 


p 


(4) f(p) =| eH F(t) di = Pa e— 2") 


re) 


_—— 2” 


0 — pe 
> e—b(2nt+e—?") I € : 
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Ora condizione necessaria e sufficiente perché per un dato valore di p 
i ; ) 
Y integrale improprio 


| pater (bat 


. 
te) 


converga é che, fissato ¢>>0, si possa determinare fo in modo che per 
ee a Pee) 


[oreoal<e. 


D’altra parte, supposto p<(— 1, se prendiamo /,; = 27 ,f,= 21 ene 
si ha 


2” 


Io eS See 
i e—P F (1) die?” aoe es 


ty 


che —> co, per quanto si & visto. Ne segue che —1 é l’ascissa di convergenza 
di EF @): 
Dimostriamo ora che la funzione f(p) & analitica nel semipiano 


R(p) >—2. 


Lge | 4 
Infatti seek (p) = ——1; ‘si ha, ‘per dan(4ajs 


(5) f= 3, 


10) 


e bastera provare che la serie (5) converge uniformemente in ogni campo 


finito interno al semipiano R(p) >— 2. 
Per questo osserviamo che, detto M il massimo modulo di p nel 


campo considerato, si ricava per la (2) 


e— be 2 By 


(1 
Can 2np 


= Me? nu 9—4 n(u +1) e2 | #| = Me2 | a | e— 2 (u + 2) 
P 
che dimostra la tesi. 
Meccanica. — /xdegrali primi delle equaziont del moto di 


un corpuscolo elettrizzato, im presenza dt N ennepolt magneticr 
coglt asst sovrapposti. Nota“ di C. AGOSTINELLI, presentata 
dal Socio T. Levi—Crvira. 


1.. Per analogia a quanto avviene nel caso di un dipolo magnetico, o 
doppietta magnetica O, di lunghezza infinitesima, ma di momento magnetico 
finito, il cui potenziale ¢ notoriamente della forma 


cos 8 


(1) Or ee 


2 


ove k & una costante, r ¢ la distanza da O di un punto P del campo, e 


8 &€ l’angolo che il raggio vettore OP forma colla direzione positiva del- 
Passe magnetico x, chiamerd ennepolo magnetico un centro O attraente, 
tale che, essendo Ow lasse dell’ennepolo, il potenziale del campo da esso 
determinato sia della forma 


(2) On = kr-” Pa (cos 0) (n =2, Rusaets BE 


ove P,_, (cos@) é il polinomio sferico di Legendre di ordine » —1, defi- 
nito dalla 


I at 
(3) Se a 2"—1'.(n—1)! dén—* (De Soars ayn CONC —nnchs 0. 


Nel caso di m= 2 risulta P, =—cos6, e quindi la (2) si riduce 
alla (1), cioé si ha il caso della doppietta magnetica. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 5 agosto 1938. 


2. Supponendo ora che si abbiano N ennepoli O,, O.,---, Oxy, cogli 
assi coincidenti coll’asse x, indicando con rs la distanza di un punto P del 


campo dall’ennepolo Os, e con 0; l’angolo che il raggio vettore Os P forma 
colla direzione positiva dell’asse x, il potenziale ®, del campo generato 
dagli N ennepoli, per la (2), sara della forma 


N 
(4) 0, = ». Beta tte Os Uae 


3. Cid premesso, se un corpuscolo P di massa m e con carica elettrica e, 
si muove nel campo magnetico generato dagli N ennepoli ora considerati, 
Vequazione differenziale vettoriale del moto sara“) 

dv dP 


(5) ta ee A grad @®,, con. v=: 


Di questa equazione é noto, ed & immediato, l’ integrale 


UA COST. 


che si ottiene moltiplicando ambo i membri della (5) scalarmente per v. 

Mi propongo ora di far vedere come la (5) ammette un altro integrale 
primo, che é lineare, ed esprime la velocita areolare del punto P intorno 
all’asse polare x, in funzione della posizione del punto. 


4. Per conseguire lo scopo prefisso moltiplichiamo ambo i membri 
della (5) scalarmente per @ /\ (P —O), essendo O un punto fisso arbi- 
tratio dell’asse polare x, scelto come origine, ed @ un vettore unitario 
parallelo alla direzione positiva dell’asse x. 

Si ottiene cosi facilmente 


( 


-v x grad ®, /\ [a A @— O)]- 


(6). £exaA@-0)]= 


IL 
Indicando ora con Q il piede della perpendicolare abbassata dal punto P 
sull’asse polare e posto 


P—O=%76 ,; @/A\6=—c¢ 


con ® vettore unitario parallelo a QP, e € vettore unitario normale al 
piano (Px), essendo x,y le coordinate di P nel piano (Px), risulta: 


(7) P—O=xa+ yb; (i) a \ (P—O) =y7- af 0=Y3e. 


(1) Cfr. T. Levi-Crvira e€ U. Amatpl, Meccanica razionale, Vol. II, parte I, p. 205 
(Zanichelli, Bologna, 1925). 


— 90 — 


Ricordando quindi la (4), si ha 
N 
(8) grad ®, A [a A (P—O)] =—y-i &, grad ons, 


ove si é indicato con.i=e /\, il rotore di un retto nel piano (Px), nel 
verso definito dalla ia = 6, mentre per semplicita si ¢ posto 


(9) Ons = hs 1—"- Pn; (cos Os). 


Osservando che 1; = y/sen 0s, e che @) 


grad 0; = 7 ee a ; 
dalla (9) si ottiene facilmente 
(10) = grad Qs = — its nr—@—1). sen Os. P,, (cos Os) - grad Os + 
+ sen 0; - eco —* orad r;!- 


d@s ear (| 


Ma i polinomi P,—,(cos@s), soddisfano, com’é noto, all’equazione 
aiecnaile che serve a definirli ©, 


Ip 
sen 0; a se “2 = —n(n— 1)sen@;- P,_; (cos9s), 
da cui: segue 
> : 
grad |sen Qs - ia As | = — n(n —1)sen8;- P,_, (cos 8s) + grad 65, 


percio la (10) diventa 


(10’) grad @ns =" 


e = . ; * 1 grad E eg 1) sen 6. : dione (cos aa : 


aQ, 
Sostituendo nella (8) e osservando che 7? = (c /\)? = —1, risulta 
N ‘& e 
erad ®, \ [a / (P—O)|=— grad DS, ks Ba ae sen 0;. ae 2 ; : 


(1) Cfr. C. Buratt-Fortr e R. Marcotronco, Elementi di calcolo vettoriale, p. 84 
(Zanichelli, Bologna, 1920). 

(2) Vedi ad es.: RrEMANN-WesrR, Partielle Differentialgleichungen der Mathematischen 
Physik (Braunschweig, 1925). 


on ie es 


e quindi, poiche v = dP/dl, la (6) diventa 


> , N 
: d HH ks Gaen sen 9, .2ba= (cos 0;)/ 


d 
eG Ot (n—1) m dt : dO; i 


la quale porge immediatamente I’ integrale richiesto: 


N 
Oar) eee eS ee Co ene 
( ) x /\ ( ) Cc (n— r) by x. ks r sen 0; 1. ; 


ove c é la costante di integrazione. Esso si pud scrivere anche 


> 


ue X 
(n—1)m ea 


(ir) eo xa \(P—O)—c 


ove 


BP, E(COSRs) =, 
ds : 


N 
Ye, = Dy RateAr ae sel Ga 
I 


la (10’) mostra che la funzione W,, uguagliata a costante, fornisce, nel 
piano (Px), le traiettorie ortogonali delle linee di livello O, = cost. 


5. E evidente il significato meccanico dell’ integrale (11’), il cui primo 
membro esprime il doppio della velocita areolare del punto mobile intorno 
ArABee exe ae 

Indicando con w V’angolo che il semipiano (Px) forma con un semipiano 
fisso (Pox), e ponendo w= dw/dt, risulta v X @ /\ (P — QO), = yw: 


Pertanto l’integrale (11’) assume la forma 


é 


2a Ww a9) vate 
(12) Oya = tb (n—1)m oes (H-'25 3,5 ae 


il quale fornisce, per ogni posizione del punto mobile, la velocita areolare 
intorno all’asse polare in funzione delle coordinate del punto. 

Nel caso particolare di N doppiette magnetiche cogli assi allineati, cioe 
nel caso di n = 2, le (4) e (4) porgono piu semplicemente 


5B cos 9 . sen? 0 

s Vv S) 
®, = — y, ks pier ) :, = ) area 
I . I AY 


5 


(1) Vedi ad es.: T. Levi-Civirra e U. Amarpi, Compendio di Meccanica razionale, 
vol. I (Zanichelli, Bologna). 


RenpiconTi. 1938, Vol. XXVIII. 4 
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e Pintegr delle aree (12) diventa 


N 
: e sen? 6; 
yew = c—— ¥ ks ——- 


Wt. ts 


6. Le formule qui stabilite valgono per n=2. Nel caso di n=1, 
nel caso cioé di poli magnetici semplici, a distanza finita fra di essi, e 
allineati, esse cadono in difetto. I risultati relativi, nel caso di due soli 
poli a distanza finita sono stati da me stabiliti in una Nota recente “), ove 
Pintegrale delle aree ha forma perfettamente analoga alla (12). Successiva- 
mente il prof. Boggio® ha determinato, per via pil semplice, I’ integrale 
delle aree nel caso di N poli magnetici semplici e allineati; in questo 
caso il potenziale ®, e la funzione VY, delle traiettorie ortogonali, risultano 
espressi dalle relazioni 


N 
On=2 >: 


ks 


rs 


N 
> ee = Dk. cos 6;, 
I 


e Vintegrale delle aree risulta 


. é 
Pay a6 —— 
y ae 


sempre collo stesso significato dei simboli. 


(1) C. AGosTINELLI, Sul moto di un corpuscolo elettrizzato in presenza di nn dipolo 
magnetico, « Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino», vol. 73, 1938. 

(2) T. Boceto, Intégrale nouvelle des équations du mouvement dune partiucle électrisée 
dans un champ électrique et magnétique superposés. «Comptes-Rendus Académie Sciences 
de Paris», juillet 1938. 


Meccanica. — Sopra un caso particolare di moto inciprente, 
che trova espressiva applicazione al giroscopio. Nota“? di G. Br- 
SCONCINI, presentata dal Socio T. Levi-Crvira. 


1. Un certo punto P di un sistema materiale vincolato sia costretto 
a muoversi sopra una superficie fissa c. Supposto che la struttura del sistema 
sia tale che, in una configurazione in cui P ha velocita nulla, la reazione 
vincolare che si desta in P, in conseguenza della sollecitazione applicata al 
sistema, sia nel piano formato dalla normale 1 alla superficie in P e dalla 
forza che su P agisce, si vuol riconoscere quale potra essere |’atto di moto 
del punto. Ma prima, allo scopo di dare base concreta a tale indagine, 
vogliamo indicare qualche caso in cui |’ ipotesi fatta sul comportamento 
della reazione é@ verificata. 


2. Si abbia un sistema a legami bilaterali privi di attrito e tale che 
il principio dei lavori virtuali possa applicarsi, non solo alla totalita dei 
punti, bensi anche al sistema che si ottiene da quello dato facendo astra- 
zione da un certo suo punto P che i vincoli costringono a non abbando- 
nare una certa superficie o. Indicando con R la reazione che si desta in P 
e con R; quelle che si destano negli altri punti, avendosi per l’ insieme di 
tutti 1 punti- 


R x 8P + D Ri X SPi = 0, 


ed essendo, per ipotesi, nulla la somma bRi x SP; 10, 6. Rx OP = 0; 
il che prova, essendo $P tangente ac, che R é normale ac. Questa circo- 
stanza rientra, come caso particolare, in quella ipotesi che pil sopra si € 
fatta per R. 

Come esempio di un sistema di tal genere si puo considerare una 
sbarretta rigida OP, assimilabile a un segmento materiale, la quale sia gire- 
vole senza attrito intorno all’estremo O tenuto fisso. Una forza applicata 
all’estremo P determina una reazione ¢ in O e reazioni in tutti gli altri 
punti dovute ai vincoli di rigidita. Il lavoro di tutte le reazioni per sposta- 
menti virtuali del sistema é nullo; d’altra parte ¢ nullo il lavoro di ¢ 
perche O @ fisso e nulla & la somma dei lavori delle reazioni che si 
esercitano fra i punti interni della sbarretta perché il sistema di tali punti 
& rigido e le reazioni interne formano sistema equivalente a zero, quindi 
risulta nullo anche il lavoro della reazione relativa a P. 


(1) Pervenuta all’ Accademia il 22 agosto 1938. 


3. Un caso in cui si pud pensare che la reazione sodisfi alla condi- 
zione posta al n. 1 si ha quando si considera, quale generalizzazione del 
caso prospettato al numero precedente, un solido geometricamente e mate- 
rialmente simmetrico rispetto a una retta s con esso solidale, retta la quale 
possa rotare senza attrito intorno ad un suo punto O tenuto fisso. 

Se ad un punto del solido si applica una forza F, la cui linea di azione 
incontri s in un punto P diverso da O, la supposta simmetria del solido 
induce ad ammettere che la reazione R che si desta in P, essendo somma 
delle reazioni di rigidita dovute al collegamento di P coi rimanenti punti 
del solido, reazioni che l’intuizione porta a supporre due a due simme- 
triche rispetto al piano formato da s con F, sia su codesto piano. Basta 
notare che l’asse s & la normale alla superficie della sfera di centro O, su 
cui P é costretto a muoversi, per concludere che forza F, reazione R e 
normale alla superficie sono in un piano. 


4. Se m ¢ la massa di quel punto P del sistema che i vincoli obbli- 
gano a muoversi sopra una superficie fissa o e @ la sua accelerazione, 
F ed R la forza ad esso applicata e la reazione vincolare, vale in ogni 


istante la relazione ma = F + R. In particolare, supponendo che F agisca 
su P in un istante ¢, in cui il punto ha velocita nulla, dette a ed Ry le 
corrispondenti determinazioni della accelerazione e della reazione, si ha 
io = F + R,. Se designamo con A, ed N, i componenti di R, sul piano 
tangente a o in P e sulla normale 7 a tale piano, la relazione puo scriversi 


(ma,— A.) —F=N,. 


Se ne deduce che nell’istante /, il vettore (ma, — A.) —F & normale al 
piano tangente a o nella posizione occupata da P in tale istante. Cid é 
quanto dire che il vettore ma@,—A, é il componente di F su codesto piano 
tangente. Ma ma,—A., per la supposta complanarita di R, ed F con la 


normale 1 ao, & parallelo a ma e questo & parallelo alla velocita v, 


che P’ assume partendo dalla quiete, quindi tale velocitd  parallela al com- 
ponente di F sul piano tangente. 

In conclusione: _ 

Dato un sistema materiale vincolato in moto, tale che 1 vincoli costringano 
un certo suo punto a non abbandonare una superficie fissa, se accade che la 
reazione che si desta nel punto in un istante in cui esso é@ in quiete sia in un 
piano con la forza agente sul punto e con la normale alla superficie, la velocita 
che il punto assume movendosi ha la stessa direzione e lo stesso senso del com- 
ponente tangenxiale della forza agente sul punto. 


5. Il risultato trova applicazione nel moto di un giroscopio, Ja cui 
struttura sia tale che esso possa considerarsi come un sistema rigido, per 
il quale l’asse giroscopico sia retta di simmetria geometrica e materiale. 
Poiché in tal caso ci si viene a trovare nelle condizioni poste al n. 3, se il 
giroscopio & in rapida rotazione intorno al suo asse fissato nel baricentro, 
e si applica a un punto P di tale asse una forza, Passe inizia il suo moto 
nel piano passante per esso e per la forza). Cio perché il punto di appli- 
cazione di questa, essendo inizialmente fermo, assume una yelocita che ha 
la direzione e il verso del componente della forza sul piano tangente alla 
sfera, su cui P si muove. 


(1) Vedi T. Levi-Civira e U. AMALDI, Compendio dt Meccanica razionale. Parte UH, 
cap. VI, § 4, n. 15 della seconda edizione (Bologna, Zanichelli, 1938). 


Chimica. — Swz/l’aztone ossidante del biossido di selenio™. 
Nota III®, di Lyp1a Mont, presentata dal Corrisp. G. Bar- 
GELLINI. 


In due Note precedenti%) ho messo in evidenza come il biossido di 
selenio possa reagire con composti organici azotati contenenti nella loro 
molecola l’anelio eterociclico della piridina esercitando la sua azione ossi- 
dante sui gruppi:—CH, che si trovano in posizione « o y all’atomo di azoto. 
Sono state cosi descritte le esperienze eseguite con la a-chinaldina e con 
la 9-metil-acridina che vengono ossidate dando rispettivamente 1’ ¢—chino- 
lin-aldeide e Ja 9-acridin—aldeide. 
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Henze‘) ha poi ancora studiato questa azione ossidante del biossido 
di selenio su altri omologhi della piridina e della chinolina aventi dei gruppi 
—CH, o —C,H, anche in posizione B ed ha constatato che generalmente si 
formano gli acidi B-carbossilici corrispondenti. 

Per estendere ancora questo studio sull’azione esercitata da questo deli- 
cato mezzo ossidante sui composti eterociclici azotati ho voluto fare espe- 
rienze anche con sostanze contenenti nella loro molecola invece dell’anello 
piridinico un altro nucleo azotato p. es. Vanello della pirimidina. In parti- 
colare 1 composti del tipo: 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Chimico della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 5 agosto 1938. 

(3) «Rendiconti R. Acc. Lincei», vol. XVIII, ser. 6*, 1933, p. 505 e vol. XXIV, 
ser. 6%, 1936, p: 145. 

(4) «Ber.», 67, 1934, p. 750. 
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avendo un gruppo —CH, unito all’atomo di carbonio compreso fra due 
atomi di N presentano una marcata reagibilita, come ho potuto provarlo 
facendo esperienze con un derivato della benzo-pirimidina e precisamente 
con la 2-metil—4-ossi-chinazolina 


OH O 
oO Seer g ey 
en eal 

N 


che con grande facilita ho potuto trasformare, per azione del biossido di 
selenio, nell’aldeide corrispondente 


OH m2) 
: t 
f\YN et a ae 
| oe eal ied 
| Ves Smee | Nea 
bs pt amas lee 


che ancora non era mai stata preparata. 
Facendo poi reagire la 4-ossi-2-chinazolin-aldeide, con nitro metano 
ho potuto ottenere il 8-idrossi-B-(4—ossichinazolin—2)—«—nitro etano 


OH O 
| | 
C C 
(YSN OH isl Sane OH 
————-{—_ 
| | 
| oD ne ————— | en pete] = 
AN ai CH,—NO, Se ue CH=CHSNO; 
t T 


come é descritto pill avanti. 
Con questa aldeide ho in corso ancora altre esperienze per preparare 
nuovi derivati chinazolinici che saranno prossimamente descritti. 


PARTE SPERIMENTALE. 


Preparazione della 2—metil-4—ossi-chinazolina. — Per preparare la 
2—metil-4-ossi-chinazolina ho voluto mettere a profitto la sintesi di Nie- 
mentowski “) che consiste nel riscaldare, in recipiente aperto, quantita equi- 
molecolari di acido antranilico e acetammide per 6-8 ore ad una tempe- 
ratura compresa tra 135 e 155°. Ho perd potuto constatare, d’accordo con 
quanto avevano osservato anche Bogert e Gotthelf @ che, operando secondo 
queste indicazioni, si hanno rendimenti bassi che raramente superano il 
23-25°/. riferendosi all’acido antranilico impiegato. 

Ho allora cercato di modificare le condizioni di esperienza per avere 
un migliore rendimento. Dopo numerose prove, buoni risultati ho ottenuto 
facendo avvenire la reazione in seno all’olio di vasellina e riscaldando 
soltanto per pochi minuti (15-20’), alla temperatura di 240° (misurati al 
bagno esterno di lega). In media nelle diverse preparazioni ho ottenuto 
da ro gr. di acido antranilico gr. 5-6 di 2—metil-4-ossi—-chinazolina (ren- 
dita circa 50°/5) %. 

4-05si-2-chinazolin-aldeide. — Gr. 1 di 2-metil—4—ossi—chinazolina 
(p. f. 238-239°) vengono disciolti in cc. 25 di acido acetico glaciale; alla 
soluzione riscaldata a 50-60° si aggiungono er. 0,7 di biossido di selenio 
finemente polverizzato. La reazione si inizia immediatamente e si nota quasi 
subito ee di selenio. 

Si lascia la miscela a sé, a temperatura ambiente per 24 ore, poi si 
riscalda ancora qualche minuto a b. m. e si filtra facendo cadere il filtrato 
in una soluzione molto diluita di carbonato sodico. Si deposita cosi il pro- 
dotto di reazione sotto forma di una polvere giallo ocra. Questa sostanza 
cristallizzata ripetutamente da acido acetico glaciale si presenta come una 
polvere cristallina giallo chiara che comincia ad alterarsi tra 210-220° e 
continua, con l’innalzarsi della temperatura, a decomporsi lentamente senza 
fondere ancora a 300°. 


(CE celepre Chem, a(2) ssa wero cOnspaS Ore 

(2) «Journ, Am. Soc.», 22, 1900, p. 531. 

(3) Facendo agire, nelle stesse condizioni sperimentali, l’acido antranilico diretta- 
mente con il formiato ammonico ho potuto ottenere la 4—ossi-chinazolina con una resa 

anche maggiore che, nelle diverse prove eseguite, ha raggiunto il 70°/,. 

Rendendomi conto del vantaggio che questa sintesi potrebbe offrire nella pratica se 
fosse possibile usare direttamente in ogni caso i sali d’ammonio invece delle corrispon- 
denti ammidi ho voluto fare prove per vedere se oltre alla 4—ossi-chinazolina fosse possi- 
bile preparare allo stesso modo anche le 2-(alchil o aril)-4-ossi-chinazoline. Le prove 
eseguite, fino ad ora, con l’acetato, il propionato e il benzoato d’ammonio non hanno 
pero dato risultati soddisfacenti. 


Seccata a 100-110° fino a peso contante ha dato all’analisi i seguenti 
risultati : 


Trovato °/, Cwers7s Hig 570 N 16,22 
Ber si, Ni; OF’ calcolato- 5 C 62,06 H 3,46 N 16,09. 


Questa sostanza ¢ completamente insolubile in acqua, si discioglie solo 
in acido acetico glaciale a caldo, mentre nei comuni solventi organici si 
discioglie appena in tracce impartendo al solvente (alcool o benzolo) una 
intensa fluorescenza giallo verde. 

Questa aldeide viene facilmente ossidata sia dall’anidride cromica in 
soluzione acetica, sia dall’ossido di argento in soluzione alcalina, ma non 
ho potuto per ora isolare l’acido corrispondente. 

B—ossi-B—(4—ossichinazolin-—2—-)—a-nitro-elano. — Trattando una sospen- 
sione di 4-ossi-2-chinazolin—aldeide (gr. 0,35) in alcool assoluto (cc. 10) 
in presenza di tracce di dimetil-ammina con nitro metano (gr. 0,30) alla 
temperatura del b. m. si osserva che quasi istantaneamente Valdeide passa 
in soluzione e dal liquido colorato intensamente in rosso, per raffredda- 
mento piano piano si va depositando una sostanza cristallina giallo chiara. 
Questo prodotto raccolto su filtro e lavato ripetutamente con alcool si 
rammollisce verso i 210° e fonde nettamente in un liquido rosso a 216- 
218°. Seccato a peso costante ha dato all’analisi i seguenti risultati : 


Trovato °/o N ecu 72 
Calcolato per C,H, O, N; Ne 817,07; 
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Mineralogia (Petrografia). — Sopra due « minettes» della 
Val Nambrone (Gruppo dell Adamello). Nota® di M. FENnoctio, 
presentata dal Socio F. MILLOSEVICH. 


Nell’estate scorsa, durante il rilevamento geologico-petrografico della 
Val Nambrone eseguito per incarico del R. Magistrato alle Acque, ho potuto 
individuare una serie di filoni di natura e potenza varie, in piena massa 
tonalitica del gigantesco plutonite dell’Adamello, differenziati, sia in senso leu- 
cocratico, aplitico e pegmatitico, sia in senso melanocratico, lamprofirico. 
Della frequenza, della distribuzione di questi filoni e della descrizione com- 
pleta delle forme litologiche in essi osservate, mi occuperoO prossimamente 
nella memoria illustrativa della carta geologica della Val Nambrone, mentre 
qui mi limiterd ad anticipare qualche notizia su alcuni filoni lamprofirici 
costituiti da « minettes », tipi litologici piuttosto rari, e, per quanto mi 
risulta, nuovi per la regione dell’Adamello. Infatti, pur essendo gia noti 
parecchi tipi di lamprofiri (kersantiti, spessartiti, odiniti, malchiti ecc.) 
legati al massiccio intrusivo dell’Adamello per opera specialmente di Riva %), 
Salomon “), Bianchi e G. B. Dal Piaz‘), nessuno di questi Autori pero ha 
fatto cenno di sorta a delle « minettes ». 

Cio premesso passo senz’altro a dire delle condizioni di giacitura ed 
a rlassumere, per sommi capi, i risultati pil: salienti dello studio chimico— 
petrografico dei lamprofiri in questione, affioranti in piena massa tonalitica 
rispettivamente nel vallone d’Amola e nel vallone Scarpaco. 


J. — « MINETTE > DELSVALLONE D AMOLA. 


La « minette » nel vallone d’Amola si presenta in filoncelli di potenza 
piuttosto esigua, al massimo una diecina di centimetri, ed estesi in dire- 
zione per qualche metro. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Mineralogia e Petrografia della R. Universita di 
Torino. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 15 luglio 1938. 

(3) C. Riva, Sudle rocce paleovulcaniche del Gruppo dell’ Adamello. « Memorie del R. Isti- 
tuto Lombardo di Scienze e Lettere », vol. XVII, 1896, p. 159; Ip., Nuove osservazioni 
sulle rocce filoniane del Gruppo dell’ Adamello. « Atti della Soc. Ital. di Scienze Naturali», 
vol. XXXVII, 1897, p. 67. 

(4) W. Satomon, Die Adamellogruppe. « Abhandlungen der K. K. geologisch. Reich- 
sanstalt», Bd. XXI, 1908 e 1910, con carta geologica alla scala 1 75.000. 

(5) A. Brancut e G. B. Dat Piaz, Studi geologico—petrografici sul Massiccio dell’ Ada- 


mello, Il settore Meridionale dell Adamello. « Boll. del R. Ufficio Geologico d'Italia, vol. LXII, 
Nota I, 1937. 
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Il materiale da me studiato proviene da alcuni filoncelli afhoranti a 
700 metri a ovest del Rifugio Segantini, non molto discosto dalla traccia 
del sentiero che conduce alla Presanella. Tali filoni, di colore grigio ferro, 
risaltano immediatamente sullo sfondo chiaro della tonalite a facies normale, 
e richiama particolarmente Vattenzione la superficie afhorante della roccia 
resa tutta crestata e dentellata dai fenomeni di erosione. 

La «minette » del vallone d’Amola, di colore grigio ferro, macrosco- 
picamente appare regolarmente granulare, a grana minutissima, lucente, con 
elementi femici e sialici in proporzioni press’a poco uguali e di dimensioni 
equivalenti. 

AlPesame microscopico é facile rilevare che nella roccia a struttura 
panidiomorfa, ' gli elementi femici sono essenzialmente rappresentati da 
biotite, costituente indubbiamente predominante, mentre gli elementi sialici 
sono dati da feldspati: ortoclasio e plagioclasio. 

Fra i componenti accessori tiene il primo posto il pirosseno, mentre 
il quarzo, l’apatite, lo zircone, gli ossidi di ferro e la pirite appaiono su- 
bordinati. 

La biotite si presenta in lamine di dimensioni assai variabili, general- 
mente mediamente grandi, a contorni irregolari, con colore carico e pleo- 
croismo intenso dal giallo chiaro al bruno rossastro, che in luce conver- 
gente si rivelano uniassiche. Sovente ¢ fresca, ma non mancano tuttavia 
lamine che accusano fenomeni di alterazione pil o meno profonda resi 
manifesti dalla trasformazione in clorite quasi sempre con contemporanea 
formazione di epidoto di tipo pistacitico, di grumetti di prodotti ferruginosi 
finissimi, non sicuramente identificabili, e di rutilo. 

I feldspati sono rappresentati dall’ortoclasio € dal plagioclasio, con netta 
preponderanza del primo. 

L’ortoclasio si-presenta per lo pil in individui irregolari sia per forma 
che per sviluppo, con tracce di sfaldatura secondo {oor} e {O10} nette ¢ 
ben visibili; frequentemente ¢ geminato secondo la legge di Carlsbad. 

L’ortoclasio sovente é€ fresco, pil raramente presenta un progressivo 
intorbidamento lungo le tracce di sfaldatura, intorbidamento che talvolta 
si estende a tutto o a quasi tutto il cristallo con formazione di mu- 
scovite. 

Il plagioclasio, in individui generalmente di dimensioni non molto 
grandi, talvolta con poche tracce di sfaldatura secondo {110} e {110} non 
rigorosamente rettilinee, ben visibili, & sovente geminato secondo la legge 
dell’albite, con lamelle di geminazione talvolta fini e serrate, pit. di rado 
secondo la legge di Carlsbad; abbastanza frequente &€ pure la geminazione 
albite-periclino e non manca la geminazione albite—Carlsbad. 


(1) M. Berek, Mikroskopische Mineralbestimmung mit Hilfe der Universaldrehtish- 
Methoden. Berlin, 1924. 
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Con Vimpiego del piatto di Fedorow ho determinato: 


+2V = 84°. 


Lestinzione nella zona simmetrica, determinata ancora mediante il 


piatto di Fedorow, raggiungendo il massimo, ha dato: 


a cui corrisponde nel diagramma di Berek “) un plagioclasio della compo- 
sizione Ab,,An,,, che é in ottimo accordo con quella Ab;s An,. che si 
calcola dal valore + 2V = 84? teste determinato. ) 


Il plagioclasio assai sovente & fresco, pil di rado presenta segni evidenti 


di alterazione, ora con formazione di squamette micacee piccolissime, ora 
con produzione di epidoto di tipo pistacitico o zoisitico. 


Fra i componenti accessori che si notano con certa frequenza vi ¢ un 


pirosseno rombico, generalmente in grani di non grandi dimensioni, incoloro, 
con birifrangenza bassa di segno positivo, da ascriversi all’enstatite. 


Rarissimamente lenstatite e fresca, si presenta quasi sempre pil o meno 


completamente trasformata in talco. Infatti i grani di pirosseno appaiono tal- 
volta con bordo periferico costituito da un fitto feltro di squamette talcose, 
che si insinuano poi altresi a guisa di nastro lungo le linee di frattura, tal’altra 
invece si presentano anche pil profondamente alterati con pseudomorfosi 
completa di un feltro di laminette di talco su enstatite. 


Il quarzo, in rari grani di dimensioni mediocri, a contorni irregolari, 


non presenta nulla di particolare. 


L’apatite in prismetti e lo zircone in granuli, inclusi in tutti gli altri 


componenti della roccia e specialmente nella biotite, non mancano mai, seb- 
bene vi figurino piuttosto subordinati rispetto ad altri componenti accessori. 
Gli individui di zircone inclusi nella biotite presentano quasi sempre ampie 


aureole policroiche. 


Gli ossidi di ferro si notano con una certa frequenza in forma di granuli, 


inclusi in tutti i componenti della roccia. Con opportuni saggi, sia sulla 


oO? 


polvere della roccia, sia sulle sezioni sottili, potei accertarmi che si trattava 
di magnetite. 


La pirite € piuttosto rara. 
L’analisi della roccia ha dato i seguenti risultati : 


SiO, i 3G ote. Saeed stan bh S406 0.667 
Oey Op ah .. (ayes FO. 9, BARU 2602 0.032 
LO) Eager ae a TE ee ROL — 
ee Nee Org a a | gaa eR SOY 0:25'5 
CulOsn ive «} ariiowmo-odda Ayaisnttaece ne 
epee an titans Ry 2 AS ad ee Na TO 0.024 
FeO eh: A Tras Mer gar wer at om asa: 2 iy 0.114 
ici AS aie alee one ict ani ae aE Snags en 80 0.002 
NEG Se oe SL et) 0.094 
COO EN ore Pe ane ee emai s w) 0.145 
SrO Sinniesiientaniaies! arose: O02 ~- 
BaO CUCM SEI. £. 2ILU EL SROLOS 0.001 
K.O toys) < ime npieasade te: Wet Me bcamtae FA ENGL MY 0.042 
Naa) eee ON eels ac Raion so an 1.66 0.027 
HO) raed lasers ie olaia sy Sone OG! 
PRES IS GUE BES SD EAE L577 
BP) Ot aek ote aia en cat cya EN 0.02 
S NA aise eal ci RN a ee Seem CU 
EF Re Pe) hel = a os erg Teco 

99-78 


eG) tO eaty aatisecarmatieat Biase 4 


Somma sea ei. 9OITA 


Da questi dati analitici per la rappresentazione diagrammatica di Niggli, 
si calcolano i seguenti valori: 


si == 91.8 Ale AT 
tiatds3 fi} 13.503 kis 0-62 
Pe ap iene! mg = 0.36 
Ble OF5 c/fm “= 0.57 


che nell’insieme corrispondono abbastanza bene a quelli di un magma dio- 
ritico—-quarzifero di tipo tonalitico-sommaitico “). 


(1) P. Nicci, Die Magmentypen. « Schweiz Min. u. Petr. Mitt.», Bd. XVI, 1936, 
P- 359: 


Il lamprofiro del vallone d’Amola dunque sia per la composizione mi- 
neralogica che per quella chimica ¢ da ascriversi al gruppo delle « mi- 
nette »; carattere non tanto comune é il tenore un po’ elevato in sesqui- 
ossido di alluminio, gia notato in qualche « minette » “), e che verosimil- 
mente va messo in relazione con la composizione complessiva del magma 
tonalitico dalla cui differenziazione ebbe origine ]a nostra roccia ©). 


Il. — « MINETTE » DEL VALLONE SCARPACO. 


La « minette » del vallone Scarpacd appartiene ad un filone deila potenza 
di qualche diecina di centimetri afhorante a sud-est del laghetto Scarpaco. 
Si tratta di un lamprofiro di colore grigio—azzurrognolo, che macroscopi- 
camente appare regolarmente granulare, a grana minutissima, lucente, con 
elementi femici e sialici in proporzioni presso che uguali. 

Allesame microscopico non é difficile a rilevare che nella roccia a 
struttura panidiomorfa, i componenti mineralogici sono ancora gli stessi della 
« minette » del vallone d’Amola, essendo gli elementi femici rappresentati 
essenzialmente da biotite, e quelli sialici da feldspati. Fra 1 componenti acces- 
sori sono da annoverarsi anche qui: quarzo, pirosseno, apatite, zircone, 
qualche rarissimo individuo di ortite, ossidi di ferro e pirite. 

La biotite presenta i caratteri teste descritti per la biotite della « mi- 
nette» del vallone d’Amola. 

Fra i feldspati tiene il primo posto il feldspato potassico, mentre il pla- 
gioclasio si trova assai subordinato; il primo é rappresentato quasi sempre da 
ortoclasio fresco, e pill raramente da microperthite ortoclasica, il secondo, 
determinato con J’ausilio del piatto di Fedorow, rivelo una composi- 
zione identica a quella del plagiociasio della « minette » teste descritta: 
Ab,s Ang. 

Dei componenti accessori nulla di particolare da aggiungere a quanto 
fu detto per quelli della « minette » del vallone d’Amola all’infuori della loro 
frequenza : qua il quarzo e ’apatite appaiono un po’ pil sovente, mentre non 
si notano che rari relitti di pirosseno rombico di tipo enstatitico, trasfor- 
mato quasi completamente in talco; rarissimi lo zircone, l’ortite, la magne- 
tite e la pirite. 

L’analisi della roccia ha dato i seguenti risultati: 


(1) In una «minette» di Butte (Robinson) nel Nevada H. Ross trovd 25.86 °/o di 
Al,O; (« Bull. Dep. Geol. Un. Cal.», vol. IV, 1906, p. 346). 

(2) Tenori elevati in sesquiossido di alluminio non sono senza precedenti nelle rocce 
filoniane legate al massiccio tonalitico dell’Adamello: il Riva (« Mem. del R. Istit. Lomb. 
di Sc. e Lett.», vol. XVI, 1896, p. 197) ha descritto e analizzato una porfirite di Val Moja 
contenente il 25.51 /» di Al,O3. 
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Da questi dati analitici per la rappresentanzione diagrammatica di Nigelt 
si calcolano i seguenti valori: 


Si-—=.100.0 alia 28.0 
C24 fide 128.-3 k = 0.71 
Stee me == 0.37 
ale=.10,6. c/fm = 0.81 


che nell’insieme corrispondono ancora abbastanza bene a quelli di un magma 
dioritico—quarzifero di tipo tonalitico-sommaitico 

A scopo di confronto riporto nella tabella che segue i risultati dell’ana- 
lisi della « minette » del vallone d’Amola (I) e di quella del vallone Scar- 
pacd (II) e le relative rormule magmatiche. 


(1) P. NiGGLI, loc. cit., p. 359. 
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purtar 
106 — 
I II 
40.06 42.06 
2.02 Sy) 
0.01 tracce 
25-97 26.93 
tracce tracce 
3.78 1.90 
8.17 6.95 
0.11 0.12 
3-78 2.94 
8.12 8.84 
0.02 0.03 
0.08 0.09 
3.96 5-01 
1.66 1.36 
0.31 0.20 
ay 2.35 
0.02 0.07 
O.14 0.07 
tracce tracce 
99.78 100.19 
0.04 0.02 
99.74 100.17 
c alc k mg c/fm 


PAOv a" O15) “0.6! 036 9 O57 
22.9 10.54 O91 Do ene: oil 


Uno sguardo ai dati della tabella permette di concludere che le due 


« minettes » hanno una composizione assai prossima; le leggere differenze 
nei tenori di alcuni ossidi trovano plausibile spiegazione della diagnosi micro- 
scopica, che riveld nella « minette » del vallone Scarpacd una leggera varia- 
zione nel rapporto di alcuni componenti. 


Concludendo, i risultati dello studio chimico-petrografico, condotto su 


due lamprofiri della Val Nambrone, hanno consentito di accertarne la perti- 
nenza al gruppo delle « minettes », tipi litologici nuovi per la regione del- 
 Adamello, che rappresentano molto verosimilmente dei prodotti estremi della 
differenziazione in senso melanocratico del magma tonalitico. 
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Paleontologia (Paletnologia umana). — Nuovo gracemento 
paleolitico e mesolitico ai Balzi Rossi (Bausst Russt) di Grimalde. 
Nota“ di A. C. Buanc, presentata dal Corrisp. G. STEFANINI. 


In occasione di un sopraluogo effettuato in compagnia di G. A. Blanc 
e di L. Cardini ai Balzi Rossi © di Grimaldi il 9 aprile 1938-XVI, ho potuto 
constatare l’esistenza di un nuovo potente giacimento preistorico, situato in 
prossimiti delle classiche Grotte del Caviglione e di Florestano %). E noto 
che la Grotta di Florestano @ stata esploratae frugata fin dal 1846, e che 
era stata quasi interamente svuotata prima che il Riviére iniziasse le sue 
ricerche ai Balzi Rossi. E egualmente noto che l’importanza e la ricchezza 
del riempimento della Grotta del Caviglione & stata rivelata dai lavori fer- 
roviari intrapresi nel 1870 per la costruzione della linea Ventimiglia—Nizza, 
i quali, sezionando la scarpata detritica esistente ai piedi della Grotta stessa, 
portavano al rinvenimento di copiosa fauna fossile ed infine dello scheletro 
noto col nome di Homme de Menton. Dopo i frugamenti e scavi disordinati 
iniziati nel 1846 dal principe Florestano I di Monaco, e proseguiti da una 
lunga serie di ricercatori “, si riteneva infatti, nel 1869, che le Grotte fossero 
gia state cosi completamente esplorate che non vi si poteva ormai rinve- 
nire pi nulla ©. 

Sono noti i risultati, imponenti anzitutto dal punto di vista antropolo- 
gico ed archeologico, delle ricerche eseguite dopo 11 1870 da EK, Riviere 
Ripresi poi gli scavi regolari nel 1892, per iniziativa del principe Alberto I 
di Monaco, venne tenuto maggior conto della stratigrafia e paleontologia dei 
giacimenti: questi scavi, condotti da de Villeneuve, hanno dato luogo alla 
serie ben nota di ricche monografie, nelle quali eminenti scienziati francesi 
hanno descritto ed illustrato i trovamenti. Ma non poteva con cio con- 


(1) Pervenuta all’Accademia il 23 luglio 1938. 

(2) Baussi Russi nella parlata locale (Baoussi Rotissi, secondo la fonetica francese). 
Questa classica localita € conosciuta nella letteratura internazionale con un nome (Baoussé 
Roussé) errato sia per Vortografia che per Vaccento tonico. Adoperato da E. Riviere, ¢ 
stato poi ripetuto da tutti gli autori. 

(3) L. pe Vittenguve, Les Grotles de Grimaldi. - 1. Historique et description, Monaco, 
1906. 

" (4) L. DE VILLENEUVE, op. cit. 

(5) L. DE VILLENEUVE, op. cit. 

(6) E. Rivigre, De lantiquité de l Homme dans les Alpes maritimes, Paris, 1887. 

(7) L. DE VILLENEUVE, M. Boue, CARTHAILHAC, VERNEAU, Les Grottes de Grimaldi, 


Monaco, 1906. 
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siderarsi compiuta l’opera di esplorazione e di interpretazione delle serie stra- 
tigrafiche: nuovi scavi, intrapresi negli anni 1928-1929 dall’Istituto Italiano 
di Paleontologia Umana, portavano infatti a constatare che le ricerche nella 
Grotta dei Fanciulli non erano state, dal de Villeneuve, spinte fino al fondo 
roccioso ma che livelli fossiliferi e fertili di industria rimanevano da esplo- 
rare sia in questa grotta, che nella parte inferiore della Barma Grande. Veniva 
anche scoperta, accanto alla Grotta dei Fanciulli, la Grotta Costantini ©. 

Rimanevano tuttavia incognite che nessuna di queste campagne di scavi 
era fin’ora riuscita a risolvere: ad esempio quella dei livelli superiori dei 
giacimenti, che dovevano presumibilmente contenere le industrie del Paleoli- 
tico terminale. Gid prima del 1870 infatti la parte pit alta dei riempimenti 
detritici delle grotte era stata ovunque manomessa ed asportata, sia dai ricer- 
catori pil antichi, sia in occasione dell’escavazione dei basamenti di forni 
a calce, che erano stati impiantati in passato nell’interno delle Grotte dei Fan- 
ciulli e del Caviglione. Riviere e de Villeneuve ® hanno ormai fatto giu- 
stizia dell’affermazione del de Mortillet che i depositi paleolitici delle Grotte 
dei Balzi Rossi fossero ricoperti da strati neolitici contenenti asce levigate 
e ceramica, affermazione in merito alla quale l’Issel sembrava nutrire gia 
qualche dubbio %). Ma la serie dei livelli paleolitici, illustrata da Riviere e 
da Cartailhac, ed accresciuta dai trovamenti effettuati durante gli scavi del 
1928-29, € sempre rimasta amputata del suo coronamento. 

Il nuovo giacimento qui segnalato é situato tra le Grotte di Florestano 
e del Caviglione, ai piedi della grande parete di calcare giurassico alle due 
estremita della quale si aprono le grotte suddette. Un aggetto fortemente 
sporgente nella parte alta della parete, ed i] suo andamento a strapiombo, 
vi creano uno spazioso riparo, perfettamente asciutto, nel quale si sono accu- 
mulati detriti analoghi per natura e per origine a quelli costituenti il riem- 
pimento delle grotte adiacenti. 

Percorrendo la sommita di questa scarpata detritica, ebbi campo, il 
9 aprile 1938, di osservare la presenza di strumenti di selce e di fauna 
fossile, che indicavano come il riparo fosse stato per lo meno percorso 
dagli abitatori preistorici delle grotte. I saggi di scavo eseguiti in appresso 
dovevano dimostrare che il riparo stesso ¢ stato intensamente abitato, e che 
contiene focolari paleolitici fertilissimi di industria e di fossili. 

La trincea ferroviaria, che taglia longitudinalmente il deposito, ad una 
distanza dalla parete rocciosa variante da circa m. 5 dinanzi alla Grotta del 
Caviglione, a circa m. 16 dinanzi alla Grotta di Florestano, consente di 
vederne una sezione frontale di circa m. 70 di lunghezza per circa m. 12> 


(1) P. Graziost, I Balzi Rossi, Guida delle Caverne preistoriche di Grimaldi presso 
Ventimiglia. Albenga, 1937. 

(2) L. DE VILLENEUVE, op. cit., p. 16. 

(3) A. Isser, Résumé des recherches scientifiques concernant Pancienneté de Homme en 
Ligurie. «C. R. Congres d’Antrop. et d’Arch. préhist.». Paris, 1867. 


di altezza. Su questa sezione il calcare in posto afhora solo dinanzi alla Grotta 
di Florestano, poi, procedendo verso est, scompare sotto il livello della fer- 
rovia, e la scarpata é interamente costituita da materiali detritici terrosi e 
rocciosi, talvolta cementati in breccia. Anche dinanzi al Caviglione, dove, 
secondo le sezioni pubblicate dal de Villeneuve, gli scavi avrebbero raggiunto 
il fondo roccioso compatto, la scarpata immediatamente antestante l’ingresso, 
alta ben m. 8, non mostra invece roccia in posto, ma ¢ bensi costituita esclu- 
sivamente da detriti. Le pareti della grotta si approfondano verticalmente, 
ed il fondo roccioso, in corrispondenza della scarpata, trovasi certamente a 
vari metri al disotto del piano dei binari ferroviari. Un saggio eseguito 
sulla scarpata, all’altezza di circa m. 2.50 sopra il piano suddetto, mi ha 
consentito del resto di mettere in luce la sezione di due focolari sovrap- 
posti, che hanno fornito industria di tipo musteriano, fauna fossile e fram- 
menti di carbone. In altri punti della scarpata della trincea ferroviaria, in 
posizione intermedia tra le Grotte di Florestano e del Caviglione, ho estratto 
dalla breccia rossastra, all’altezza da m. I a 2 sopra il piano dei binari, 
industria litica e tra Valtro un nucleo discoidale di tipo musteriano. 

La grande sezione formata dalla scarpata della trincea ferroviaria mostra 
che tutto il cumulo di detriti deposti al piede della parete rocciosa costt- 
tuisce una formazione unica, della quale i riempimenti delle Grotte di Flo- 
restano e del Caviglione, con i quali essa trovasi in continuita, non erano 
che le propaggini. Quattro trincee di assaggio eseguite nella parte alta della 
formazione stessa, e l’esame accurato della parete nord della trincea ferro- 
viaria hanno dimostrato che il deposito é fertile su tutto il suo spessore 
visibile. Esso costituisce il pil: esteso, e, dal punto di vista stratigrafico, il 
pi completo dei giacimenti di Balzi Rossi di Grimaldi: esso contiene infatti, 
nella sua parte pil alta, livelli microlitici, con elementi tipici del Mesolitico, 
coronanti un complesso di strati del Paleolitico superiore, e, nella parte infe- 
riore, focolari musteriani. 

In omaggio alla memoria del prof. A. Mochi, che tanto appassionato 
fervore ha dedicato alla ricerca dell’epi—paleolitico italiano, propongo per il 
nuovo giacimento compreso tra le Grotte di Florestano e del Caviglione, 
il nome di Riparo Mochi. 

L’esplorazione del Riparo Mochi & stata iniziata dall’Istituto Italiano 
di Paleontologia Umana, con una campagna di scavo che si é svolta dal 7 
al 21 maggio 1938, di cui riassumo in appresso i risultati. 

Sono state aperte quattro trincee di assaggio, ortogonali alla parete 
rocciosa e sezionanti la parte pil alta del cumulo detritico (la cui superficie 
trovasi a circa 25 m. s.l.d. m.), a ridosso dello strapiombo: 

una prima trincea (trincea A), su una larghezza di m, 2.50, a m. 29 
ad est della Grotta di Florestano ; 

una seconda trincea (trincea B), su una larghezza di m. 1.20, a m. 16 
ad est della Grotta medesima; 
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una terza trincea (trincea C), su una larghezza di m. 1.20, a m. 8 
.ad est della Grotta medesima; 
una quarta trincea (trincea D), su una larghezza di circa m. 1, davanti 

alla Grotta di Florestano, ed in corrispondenza della sua parete sud-est. 

Le sezioni delle trincee A, B, C sono paragonabili, e vengono descritte 
in appresso. Il saggio D ha incontrato quasi subito il fondo roccioso com- 
patto, ma prima ha sezionato, su uno spessore di circa cm. 20 un residuo 
del riempimento basale della Grotta di Florestano, fertile di industria e di 
fauna, il cui collegamento stratigrafico con il cumulo detritico esterno sara 
possibile, con la prosecuzione delle ricerche. 


trincea 
strati industria fauna 
A B G 
1d, m. 0-0.60 0-0.05 0-0.07 iper—microlitica | Capra ibex, 
con microbulini| Arctomys, ecc. 

d 0.60-1 0.05-0.07 0.70-0.72 

e 1-1.60 0.07-0.60 0.72-0.90 macrolitica » 
iolioic 1.60-2.70 microlitica » 


Strati a, b,c: Terra polverulenta grigio-brunastra, incoerente, permeata 
da radici, contenente, su tutto il suo spessore, frammenti di calcare ango- 
losi, grossi ciottoli di calcare scheggiati intenzionalmente, industria litica, 
conchiglie di molluschi marini (Patella, Mytilus ecc.), spesso perforati (Nerita 
neritea, Clanculus ecc.), ossa e denti di Capra ibex, Cervus, Arctomys ecc., 
spesso bruciati, frammenti di ocra ecc. 

In questo livello, che ha uno spessore apprezzabile soltanto nelle trincee 
A e C, ove € stato suddiviso arbitrariamente in tre tagli sovrapposti dello 
spessore di circa cm: 20 (a, b, c), sono stati rinvenuti anche alcuni grossi 
chiodi di ferro, frammenti di vetro e di ceramica attuale, frammenti di carbone 
di aspetto freschissimo, e molluschi terricoli attuali. Si giustifica percid qualche 
dubbio sulla sua giacitura primaria. Bisogna perd tenere presente la sua posi- 
zione superficiale, in un riparo asciutto, a pochi metri dalla Via Aurelia, che 
per 1700 anni ha percorso il piede della scarpata detritica, e la sua natura 
polverulenta, che facilita lintroduzione di elementi estranei per parte di 
animali scavatori. Lo stesso de Villeneuve ha rinvenuto nella Grotta del 
Principe, sotto qualche metro di riempimento, frammenti di giornali e residul 
di pasto introdotti in una tana da qualche animale. Data la grande. esten- 
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sione del deposito e la sua omogeneiti, sarei propenso a ritenere possibile 
un rimescolamento parziale di esso, ad opera sia di animali, sia dell’?Uomo, 
ma non a scopo di ricerca e senza sua rimozione. Cid sembra confermato 
dalla ricchezza di questo livello (in poco piu di 3 m3. di deposito sono state 
rinvenute varie migliaia di schegge e centinaia di strumenti), ed anche dal 
fatto che lPindustria che vi € contenuta costituisce un insieme omogeneo, 
di una tecnica assai particolare, e senza alcun miscuglio di altri tipi, piu 
antichi o pil recenti. Essa & composta da nuclei e lamette di selce poli- 
croma e di diaspro, di tipo iper—microlitico. Sono presenti in gran numero 
punte e lamette a dorso abbattuto, lamette a ritocco uni— o bi-laterale retto, 
inverso ed alterno, a trocatura terminale ritoccata, a incavo ecc., bulini late- 
rali e a becco di flauto, semplici e doppi, raschiatoi—bulini, raschiatoi su lama, 
punte a tacca del tipo di Willendorf, a gibbosita, triangoli isosceli e scaleni, 
microliti lunati ecc. Sono presenti anche elementi nettamente mesolitici, quali 
i microbulini tipici del Tardenoisiano ®. I pezzi sono di regola piccoli e 
piccolissimi: ho misurato lamette a dorso abbattuto delle dimensioni seguenti 
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In complesso le dimensioni sono molto pit piccole di quelle delle 
industrie grimaldiane note, e trovano qualche analogia, in Italia, solo in 
alcune microindustrie siciliane (Termini Imerese) ©. La tecnica di scheggia- 
tura si mantiene di tradizione paleolitica e rammenta quella del Sauveterriano 
(Tardenoisiano inferiore) 6). Un canino di Cervide perforato, un amuleto di 
talcoscisto verde“, frammenti di aghi di osso e pezzetti di ocra comple- 
tano la raccolta. Non & stato rinvenuto alcun frammento di ceramica neoli- 
tica o eneolitica, n¢ alcun oggetto di eta protostorica. 

L’industia contenuta in questo livello, di cui non esiste rappresentanza 
né presso il Museo di Monaco, ne in alcuna delle collezioni note, costituisce 
un insieme nuovo, non solo per Grimaldi, ma per I’Italia. 

Strato d: Terra bruno-giallastra, di granitura piuttosto uniforme, 
fine, con qualche incluso voluminoso, sterile. La sua superficie, nettamente 
demarcata, ¢ suborizzontale; la consistenza compatta. 

Strato e: Pietrisco calcareo a spigoli vivi, con terra grigio—brunastra, 
cementato da depositi stalagmitici e travertinosi in prossimita di alcuni 


(1) In Italia era noto fino ad oggi un solo microbulino tardenoisiano, raccolto in 
superficie nella Grotta Mangiapane in Sicilia da R. Vaurrey, e da lui figurato (Le Paléo- 
litique italien. «Mem. Inst. de Pal. Hum. », n. 3, Parigi, 1928). 

(2) R. Barraciia, Microliti della slazione del. Castello a Termini Imerese. « Riv. di 
Antropologia», XXV, Roma, 1922-23. 

(3) L. Coutoness, Les gisements préhistoriques de Sauveterre-la-—Lémance (Lot-et-Ga- 
ronne). «Mem. Inst. de Pal. Hum.», n. 14, Parigi, 1935. 

(4) E. Rivigre ne aveva rinvenuto un unico esemplare ai Balzi Rossi (Sur une amu- 
lette en schiste talqueux trouvée dans les grottes de Menton. « Bull. Soc. d’Anthrop. de Paris », 


19 aprile 1877). 
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punti della parete ed in corrispondenza a stillicidi dell’aggétto roccioso sovra- 
incombente. Esso forma in questi luoghi masse brecciose compatte, assai 
dure, passanti insensibilmente, nelle zone asciutte del riparo, a pietrisco piu. o 
meno terroso, incoerente. Alcuni Jembi di breccia aderenti alla parete roc- 
ciosa presso la trincea A, in posizione pil elevata della superficie dello strato a, 
appartengono certamente a questa formazione e (la continuita del deposito 
& visibile); essi indicano che, in epoca precedente alla deposizione degli strati 
a,b, c,d, la parte pit alta dello strato ¢ & stata decapitata o comunque depressa 
di alineno=m.. 1:50: 

Lo strato e contiene, nelle trincee A e B (in quella C lo scavo non 
ha ancora interessato questo strato, di cui @ stata appena scoperta la super- 
ficie) industria litica di tipo nettamente diverso da quello rappresentato negli 
strati a, b, c. Le dimensioni sono grandi, ]a tecnica di scheggiatura differente. 
Sono presenti rozzi nuclei di tipo paleolitico superiore, schegge fogliacee delle 
quali una col piano di percussione preparato, grandi lame appiattite, lame a 
ritocco periferico continuo, bulini laterali e poligonali, punte a dorso abat- 
tuto (rare), ed alcuni grandi raschiatoi corti, piatti, subcircolari, di cui esi- 
stono esempi sia in alcuni giacimenti magdaleniani francesi, sia nel capsiano 
tipico nord-africano. Sono assenti tipi microlitici, sia in forma di strumenti, 
che di rifuti di scheggiatura. La materia prima adoperata é in prevalenza 
selce piromaca grigio—bluastra, con macchie di alterazione lattescenti, e 
diaspro. La fauna comprende Capra ibex (frequente), Arctomys e conchiglie 
di Mytilus e Patella. Anche di questo complesso industriale, assai caratte- 
ristico, e nuovo per Grimaldi, non esiste, a mia conoscenza, alcun esempio 
analogo in Italia. 

Strali f, fr, f2: Questi strati sono stati raggiunti solo nella trincea A, 
Yapprofondimento delle trincee B e C essendo stato rinviato ad un’ulteriore 
campagna di ricerche. Essi sono stati esplorati fino alla procondita di m. 2.80, 
alla quale essi sembrano approfondirsi ulteriormente senza accennare a varia- 
ziont apprezzabili, sia di ordine litologico che faunistico e paletnologico. La 
suddivisione in tre strati distinti f, f:, fr: (dello spessore, rispettivamente, di 
m. 0.35, 0.20, 0.55) & stata effettuata arbitrariamente, per tentare di mettere 
in evidenza un’eventuale diversita nel contenuto dei vari livelli, diversita 
che fino ad ora non é risultata. 

La formazione € costituita da pietrisco calcareo analogo a quello dello 
strato ¢, ma accompagnato da una maggiore proporzione di terra bruna, tal- 
volta giallastra, ed impastato con carboni, ceneri, frammenti di ossa bruciate, 
industria litica, conchiglie fossili, talvolta perforate, frammenti di ocra, ciot- 
toli di serpentina ecc. Trattasi di un seguito di vari focolari sovrapposti, 
che testimoniano con il loro passaggio insensibile di uno nell’altro, una con- 
tinuita di frequentazione umana del riparo durante un tempo relativamente 
lungo. L’industria € di tipo paleolitico superiore microlitico, di dimensioni 
pero meno piccole, in complesso, di quelle dell’industria degli strati a, b,c. 
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Essa comprende punte e lamette a dorso abattuto, di grande finezza, raschiatoi 
su lama, bulini laterali e bulini del tipo di Noailles, punte a tacca del tipo 
di Willendorf ecc. La fauna comprende Capra ibex, Cervus e Arctomys, e 
conchiglie di Mytilus, Patella, Nerita neritea (queste ultime perforate). Sono 
presenti anche avifauna e micromammiferi, a gruppetti di elementi etero- 
genei, probabilmente rigetti di uccelli notturni. Frammenti di carboni sono 
stati raccolti e saranno sottoposti allo studio. L’industria litica, nella quale 
manca qualsiasi elemento mesolitico, potrebbe forse attribuirsi a un Grimal- 
diano superiore: sono tuttavia presenti alcuni tipi (quali i bulini di Noailles), 
che non sono ancora mai stati riconosciuti nel Grimaldiano ™. 

Ulteriori campagne di scavo saranno dirette ad esplorare il deposito del 
Riparo Mochi su tutto il suo spessore, approfondendo le trincee iniziate, che 
hanno intanto dimostrato la fertilita e ’omogeneita in estensione dei livelli 
archeologici costituenti la parte pil alta, terminale, della serie stratigrafica. 
E presumibile che, sotto al potente complesso di strati_mesolitici, paleoli- 
tici superiori e musteriani, lo scavo porra in luce, ad un -livello inferiore 
al piano dei binari. ferroviari (cioe a oltre m. 12 al disotto della superficie 
del riempimento detritico) la spiaggia marina tirreniana, di cui qualche lembo 
dovrebbe essersi conservato, specie in posizioni riparate, marginali, come 
alla base della Grotta del Caviglione. 

Durante la campagna di scavi testé condotta dall’Istituto Italiano di 
Paleontologia Umana, per conto del Municipio di Genova, alla Barma 
Grande, alcuni saggi eseguiti da L. Cardini sul terreno situato tra la linea 
ferroviaria ed il mare, in prossimita del serbatoio d’acqua posto a ridosso 
della parete rocciosa sulla quale sorge l’albergo Miramare, hanno poi rivelato 
la presenza di lembi di deposito analoghi, per l’industria che contengono, al 
mesolitico iper—microlitico dei livelli a, b, c del Riparo Mochi. Vi sono rappre- 
sentati, tra Valtro, i microbulini tardenoisiani. Questa constatazione dimostra 
quanto esteso fosse il giacimento che € stato sezionato dalla linea ferroviaria, 
e come vi fossero estesamente distribuiti i medesimi livelli archeologici. 

A ridosso dello strapiombo tra il suddetto serbatoio d’acqua e la trincea 
ferroviaria, in corrispondenza del luogo ove il Riviére aveva gia segnalata la 
presenza di focolari, L. Cardini ha inoltre posto in luce, sotto qualche deci- 
metro di terreno rimaneggiato, focolari contenenti industria microlitica. Pro- 
pongo per questo giacimento, che pud considerarsi indipendente sia dal Riparo 
Mochi che dalla Grotta del Caviglione, il nome di Riparo Bombrini, in 
omaggio del Marchese Bombrini, Podesta di Genova, benemerito sosteni- 
tore delle ricerche nuovamente intraprese ai Balzi Rossi di Grimaldi dall’Isti- 
tuto Italiano di Paleontologia Umana. 


(1) E stato fin’ora segnalato in Italia, a mia conoscenza, un solo bulino di Noailles, 
rinvenuto a Torre del Lago, in Versilia. (A. C. Blanc, Nuovi giacimenti paleolitici del Lazio 
e della Toscana. «Studi Etruschi», XI, Firenze, 1937). 


Fisiologia. — Sw/a funzione respiratoria di fibre dirette 


e croctate decorrenti nel cordone antertore del midollo cervicale™. 


Nota® di E. Tosatti, presentata dal Socio M. Camis. 


Lo studio sistematico degli effetti esercitati da determinate sezioni par- 
ziali del midollo spinale sul respiro diaframmatico mi ha permesso di fare 
alcune osservazioni che ritengo degne di nota sulla localizzazione, sul decorso 
e sul valore funzionale di una speciale via nervosa decorrente nel midollo 
cervicale del cane e del coniglio, capace di trasportare impulsi respiratori 
dal bulbo. ai centri motori del midollo spinale. 

Tecnica: anestesia, laminectomia, sezioni parziali varie del midollo. 
Registrazione grafica diretta dei movimenti di ciascun emidiaframma, capace 
di distinguere nettamente i movimenti attivi da quelli passivi. 

Le esperienze sono state condotte su n. 22 conigli e 14 cani. Ed ecco 
in breve i fatti. 

Una prima serie di esperienze ha permesso di rilevare che: 

1) normalmente Ja sezione del cordone laterate del midollo a C; pro- 
voca Ja paralisi dell’emidiaframma corrispondente mentre assolutamente 
inefhcace si dimostra Ja sezione alla stessa altezza del cordone anteriore 
del midollo spinale; 2) risultati molto diversi si ottengono se 48 ore dopo 
la sezione del cordone laterale di un lato del midollo si pratica la sezione 
del cordone laterale del lato opposto. Quest’ultima infatti non é pil capace 
di provocare la paralisi omolaterale del diaframma, la quale invece si ottiene 
quando, in un terzo tempo, si sezioni anche il cordone anteriore dell’emi- 
midollo dello stesso Jato. 

Tali risultati inducono ad ammettere che nel cordone anteriore del 
midollo cervicale esiste una speciale via nervosa la quale diventa capace di 
sostituire la funzione del cordone laterale dello stesso lato quando sia stato 
previamente sezionato anche il cordone laterale del lato opposto %). 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Fisiologia della R. Universita di Bologna. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 6 agosto 1938. 

(3) Si potrebbe sospettare che nell’animale integro il fascio nervoso decorrente nel 
cordone anteriore contribuisca a determinare il movimento del diaframma e che cessi di 
funzionare in tale senso, dopo il taglio del vicino cordone laterale del midollo, per un 
particolare fenomeno di shock, ovvero per un fonomeno. analogo a quello osservato da 
Giannettasio e Pugliese (abolizione della funzione del fascio piramidale laterale di un lato 
in seguito a sezione del fascio di Léwenthal dello stesso lato del midollo). Ma per le con- 
siderazioni seguenti ritengo che tali ipotesi non possano essere accettate: a) l’animale non 
manifesta alcun segno di shock quando l’intervento venga praticato con le necessarie cautele ; 
b) non regredisce la paralisi del diaframma da sezione del cordone laterale del midollo 


Da una seconda serie di prove eseguite praticando da prima la sezione 
a C; del cordone laterale di un lato (paralisi dell’emidiaframma corrispon- 
dente) e immediatamente dopo la emisezione del midollo dal lato opposto 
& risultato che, in questo caso, incomincia a funzionare il fascio nervoso 
del cordone anteriore appartenente a quella meta del midollo ove ¢ stata 
praticata, nel primo tempo dell’esperimento, la sola sezione del cordone late- 
rale, essendosi potuto rilevare costantemente che, contemporaneamente alla 
paralisi dell’emidiaframma corrispondente all’emisezione del midollo, riprende a 
funzionare Vemidiaframma del lato opposto, prima paralizzato (corrispon- 
dente a quella meta del midollo ove é stata eseguita la sezione del solo cor- 
done laterale). 

Tanto dalla prima quanto dalla seconda esperienza risulta quindi che 
nelle condizioni sperimentali sopra riferite il fenomeno della ripresa funzio- 
nale di un emidiaframma paralizzato avviene per opera di fibre nervose 
« dirette » decorrenti, cioé, nel cordone anteriore del midollo omolaterale 
all’emidiaframma che riprende a funzionare. 

Eseguendo una terza serie di esperimenti ho potuto riscontrare che lo 
stesso fascio nervoso decorrente nel cordone anteriore del midollo cervicale 
di un lato & capace di determinare la ripresa funzionale del diaframma del 
lato opposto previamente paralizzato. Ho potuto rilevare infatti che se 
dopo il taglio del nervo frenico di un lato (paralisi dell’emidiaframma cor- 
rispondente) si pratica la emisezione a C, del midollo del lato opposto, questa 
emisezione rimane apparentemente senza effetto, inquantoche Vemidiaframma 
dello stesso lato continua a funzionare, per opera di fibre provenienti dal 
cordone anteriore del midollo del lato opposto: solo sezionando la zona piu 
mediale di questo cordone anteriore infatti ’emidiaframma (funzionante ad 
onta della emisezione a C, dell’emimidollo dello stesso lato) subisce una 
completa ed immediata paralisi. Questa esperienza dimostra che il fascio 
nervoso decorrente nel cordone anteriore del midollo cervicale contiene anche 
fibre nervose «crociate » le quali in determinate condizioni (quando cioe 
risulta bloccata, per il taglio del frenico, la via « diretta » all’emidiaframma 
corrispondente ed ¢ stata praticata la emisezione del midollo controlaterale) 
sono capaci di determinare la funzione dell’emidiaframma del lato opposto. 
Tale particolare comportamento puo essere spiegato ammettendo che la 
via nervosa decorrente nel cordone anteriore si incroci « parzialmente » 
nel midollo cervicale onde arrivare all’emidiaframma’del lato opposto (alla 
stessa guisa di quanto si ritiene avvenga per il fascio piramidale diretto di 
Tiirk dell’uomo e per il fascio di Léwenthal del cane) e possa cos} riuscire 


cervicale a C3; c) se 48 ore dopo la sezione del cordone laterale a C3 di un lato si pra- 
tica con identica tecnica la sezione del cordone laterale del lato opposto non si ha para- 
lisi del diaframma; d) la sezione del cordone anteriore ¢ posteriore del midollo di un lato 
non modifica la funzione del fascio nervoso decorrente nel cordone laterale del midollo 


cervicale dello stesso lato. 
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a sostituire - in opportune condizioni sperimentali — oltre che la funzione 
del cordone laterale. dello stesso lato anche quella del cordone laterale del 
lato opposto. Opportune prove all’uopo eseguite (sezione longitudinale del 
midollo cervicale da C, a C,) hanno dimostrato che lincrociamento delle 
fibre provenienti dal fascio nervoso decorrente nel cordone anteriore avviene 
realmente nel midollo cervicale e pit precisamente all’altezza dei nuclei motori 
del nervo frenico, attraverso la commissura anterior. 


Sulla presenza nel cordone anteriore del midollo cervicale di fibre nervose 
capaci di trasportare gli impulsi respiratori abbiamo solamente le notizie di 
carattere anatomico dovute al Papez che ha descritto, nel gatto, come fascio 
reticolo spinale mediale, un fascio di fibre non incrociantesi nel midollo (1926) 
le quali, secondo Gesell, Bricker e Magee (1936) sarebbero percorse da im- 
pulsi rilevabili col metodo oscillografico. 

Le presenti ricerche offrono la prova fisiologica della esisténza di fibre 
nervose, capaci di condurre gli impulsi respiratori, decorrenti nella porzione 
pi mediale del cordone anteriore del midollo cervicale, incrociantesi par- 
zialmente (a livello dei nuclei motori del nervo frenico) attraverso la com- 
missura anterior. 

Riassumendo: I risultati delle presenti ricerche dimostrano che nella zona 
pit. mediale del cordone anteriore del midollo cervicale esiste un fascio di 
fibre nervose il quale e capace di trasportare impulsi respiratori efficaci 
quando siano stati sezionati ambedue i cordoni laterali del midollo. Se si 
pratica prima la sezione del cordone laterale di un lato e poi la sezione del 
cordone laterale del midollo del lato opposto gli impulsi discendono attra- 
verso il cordone anteriore omolaterale alla seconda sezione e agiscono diret- 
tamente (fibre dirette) sull’emidiaframma corrispondente; se si pratica prima 
la sezione del cordone laterale di un lato e poi la emisezione del midollo 
del lato opposto gli impulsi discendono lungo il cordone anteriore apparte- 
nente all’emimidollo ove € stata praticata la sezione del solo cordone late- 
rale e agiscono sempre direttamente (fibre dirette) sull’emidiaframma corri- 
spondente. La presente indagine ha permesso di rilevare ancora che il fascio 
nervoso in questione oltre alle fibre dirette possiede anche fibre crociate le 
quali pil precisamente incrociano attraverso la commissura anterior del 
midollo cervicale a livello dei nuclei motori del nervo frenico. Le fibre cro- 
ciate di questa via nervosa decorrente nel cordone anteriore del midollo 
cervicale entrerebbero in funzione quando oltre alla emisezione a C; del 
midollo cervicale del lato opposto é stata bloccata, per mezzo della freni- 
cotomia, la via diretta rappresentata dalle fibre (dirette) decorrenti nel cordone 
anteriore le quali arrivano, senza incrociarsi, ai nuclei motori del nervo 
frenico dello stesso lato. 
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Astronomia. — / prodblemz fondamental della Cosmogonia 
e la legge di Newton. Nota 11 del Socio G. ARMELLINI. 


r. Come fu detto nelle due prime Note @), lasciandoci guidare dall’ana- 
logia con la propagazione dell’energia luminosa, noi abbiamo supposto che 
la forza di attrazione F tra due punti di massa m ed m’, sia data dalla 


formola: 


(2 


i) pe salt ae =) nun’ 


dove f indica la costante eravitazionale ed ¢ é una seconda costante positiva 
che si suppone estremamente piccola, in modo che leffetto che ne deriva 
divenga sensibile solo in intervalli di tempo estremamente lunghi, quali sono 
appunto quelli considerati dalla Cosmogonia. 

Ora, ammessa l’esistenza di questo piccolo termine — che abbiamo 
chiamato il termine complementare, o termine cosmogonico, della legge di 
Newton — abbiamo visto che i principali problemi della Cosmogonia diven- 
gono semplici conseguenze meccaniche della stessa legge di Newton cosi 
completata. Abbiamo infatti dimostrato che, ammessa la (1): 


(1) Pervenuta all’Accademia il 2 settembre 1938. 
(2) G. Arment, I problemi fondamentali della Cosmogonia e la legge di Newton. 
«Rend. R. Acc. dei Lincei», vol. XXVI, ser. 6°,. Nota I, 1937, P- 209; Ip., Nota II, 


vol. XXVII, ser. 6%, 1938, p. 609. 
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I) Le orbite planetarie tendono a divenire circolart; 

II) I pianeti debbono muoyersi intorno al Sole mello stesso senso in 
cui il Sole ruota intorno al proprio asse; 

IID) Le orbite planetarie tendono a divenire complanart, e precisa- 
mente a disporsi sul piano dell’equatore solare. 

~ Quest’ultimo teorema, che pud considerarsi come fondamentale della 

nostra nuova Cosmogonia matematica, fu pero da noi dimostrato con i me- 
todi dell’ordinaria Meccanica Celeste e cioe supponendo implicitamente 
piccole le eccentricita e le inclinazioni iniziali. Data quindi l importanza del 
teorema, crediamo utile di liberarlo da queste restrizioni, dando una nuova 
dimostrazione interamente diversa e valida qualunque siano le condizioni 
iniziali del moto. Supporremo soltanto (sebbene anche tali restrizioni po- 
trebbero togliersi) che le masse dei pianeti siano piccole rispetto alla massa 
del Sole e che il diametro del globo solare sia piccolo rispetto alle distanze 
dei pianeti: precisamente come avviene in realta. 


2. A tale scopo procuriamoci anzi tutto l’equazioni del moto di un 
corpuscolo materiale P di massa m, sottomesso all’attrazione di una sfera S, 
di massa M, che supporremo ruotare intorno a se stessa e composta nel 
suo interno di strati sferici omogenei; sia O il centro di S. 

Prendiamo allora una terna di assi fissi, scegliendo per origine O, per 
asse x l’asse di rotazione della sfera e per piano xy il piano dell’equatore. 
Sceglieremo la direzione positiva dell’asse z in modo che la rotazione appa- 
risca positiva per un osservatore collocato lungo l’asse x con i piedi in O 
e la testa dal lato positivo; in tal modo, la velocita angolare di rotazione w 
della sfera S potra sempre considerarsi come positiva. Indichiamo inoltre 
con xyz le coordinate di P, con yf quelle di un elemento materiale gene- 
rico Q appartenente alla sfera S e di massa infinitesima dw. Sia inoltre r 
la distanza PQ ed R la distanza PO. Per brevita, chiameremo la sfera S 
col nome di Sole ed il corpuscolo P col nome di pianeta. 


3. Ora Pattrazione, che il Sole esercita su P, si compone dell’ordinaria 
attrazione newtoniana e di quella dovuta al termine cosmogonico. Con facili 
calcoli, abbiamo allora per la componente X della forza totale che il Sole 
esercita sul pianeta: 


. .~Mmx OE EMA Ge se 
2 Xx = — sees gs proces a ey 
©) J R3 J | re at r ats 


dove l’integrale al secondo membro va esteso a tutto il globo solare. Ana- 
loghe espressioni si hanno per le componenti Y e Z. 
Ora si ha immediatamente per la distanza PQ: 


G) eae) mg curr Obani Coe 


eee 


Derivando rispetto al tempo e ricordando che le componenti della velo- 
cita dell’elemento di massa Q, a causa della rotazione solare, sono: 


dé es aie sae 
(4) Fie OU he, Ta etna © 


otterremo con facili riduzioni, essendo &? + y? evidentemente costante: 


dr dx dy adv dx dy dz 
z al | aS ~ N i ee E IRS P wes od 
(5) dt g at J at BE A at S dt : dt G dt oo (x7 yg). 
Ma si ha: 
(6) R2 == x7 y? + x? 


e quindi la (5) diviene piu semplicemente : 


dr R CANS Beta dy az 
t 


(7) Rot he eee Beta Sarg 1 ON eae) 


In conseguenza abbiamo per l’integrale contenuto nella (2): 


F Ah eee aR[ [du , du 
(8) | a, ae Jae dt [s rt pe r¢ 
a dx é ‘ dy 7 az € 
= 59% (0 a | | A au. — Xx [ox xs a) f 7 4 d Ni aE : { + 
sig OB ae ( y ie di ad 
i [or M4 a | pe Ae a) r+ Bog 


Ma noi abbiamo supposto, per semplicita, che il Sole sia sferico e 
composto di strati sferici omogenei e che inoltre la distanza del pianeta sia 
grande rispetto al diametro del globo solare, onde r sara sensibilmente eguale 


ad R. 


Avremo dunque per noti teoremi di Meccanica: 
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Analogamente abbiamo: 


(12) | du = ay f Sau = oe 


dove C indica il momento d’inerzia del Sole rispetto ad un asse qualsiasi 
passante per il suo centro. 
La (8) diviene quindi: 


oT BGreg ee Mx dR. C ae 
rh | ea YO Rae tae [oy +a) 


Ricordando la (2) ed eseguendo calcoli analoghi per le componenti 
Y e Z, avremo infine per le equazioni del moto del pianeta P: 


PAG? eh | M fx _ aR oA | Ota 2 
| dt? R3 [ y 2 aR \ ai +0) 


d?y M fy (: = dk = (3 ox] 


(14) | a ee Re 
a7 M fx ( dR ef Guar 
\ dp rear 2Ri dt 


4. Dalle (14) possiamo ricavare alcune conseguenze importanti per il 
nostro scopo ed, a tal fine, chiamiamo con Ax Ay A; le componenti, secondo 
i tre assi, del momento della quantita di moto di P. Avremo dalla Meccanica: 


(15) 


Ora dalle (14) otteniamo: 
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Da queste ultime equazioni, tenendo presente le (15), abbiamo: 


| dAx efC 
| a [Ax + mo xx] 
] dA y efC | 
(17) | li 2R4 [Ay + mo yz] 
dA; oy G 
Te = Spy Bx mo @ +9). 


Ovviamente per ¢=0, vale a dire per l’ordinaria legge di Newton, 
i secondi membri si annullano e si riottengono i tre integrali delle aree. 


5- Ora indichiamo con J l’angolo che il vettore K rappresentante il mo- 
mento della quantita di moto di P, forma con la parte positiva dell’asse z; 
evidentemente, poiche tale vettore ¢ normale al piano dell’orbita istantanea, 
Pangolo J rappresentera pure l’inclinazione del piano dell’orbita stessa col 
piano xy e cioé col piano dell’equatore solare. Avremo: 


Az + Aj 

(18) rote 
ve 
were “~ 
dove tgJ ed A; hanno sempre lo stesso segno. Infatti, se K forma un 
angolo acuto con la parte positiva dell’asse x, esse sono ambedue positive ; 
altrimenti sono ambedue negative. 
Derivando rispetto al tempo Ja (18) e riducendo, otteniamo: 


3 dj dAx alate 2 2 dA, 
(19) A; tg J sec? J aT eae Ag (A: ee Ay =| (Az Ay) ie 


Sostituiamo ora nella (19), al posto delle derivate delle componenti 
del momento, i loro yvalori dati dalle (17). Avremo: 


(20) At tg sect J PLE [ea (xe tA +(ALEAI) CH + YD: 
Ora si ha I identita: 
(21) x Ax aa yAy + zAx =— 0) 
onde la (20) diviene: 
dJ_____ efC wm 


(22) AitgJsec?J— = [((Az+ AZ) Ge +y)— @ All- 


dt Soke 
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Ma dalla stessa identita (21), abbiamo quadrando: 


(23) APS x AL ye Al + 2xy Ax Ay 


onde infine la (22) si riduce a: 


? 1 efCom 
(24) A} tg J sect JS = — FO" (ya, —xAy) 


Ora, essendo <¢ ed @ positivi, il secondo membro di questa equazione 
‘€ certamente negativo e non puo identicamente annullarsi tranne il caso in 
cui si abbia Ax = Ay =0, vale a dire in cui il piano dell’orbita coincida con 
quello dell’equatore solare. D’altra parte tg J ed Az sono sempre dello stesso 
segno; dunque la derivala S sara sempre negativa. 

Supponiamo ora che il pianeta si rivolga intorno al Sole nello stesso 
senso in cui il Sole ruota intorno al proprio asse; sara allora J<c7/2 e 
quindi tg J sara positiva; in conseguenza l’angolo J andra diminuendo finche 
Porbita del pianeta tendera asintoticamente a disporsi sul piano dell’equatore 
solare. Se invece il pianeta ruotasse intorno al Sole in senso contrario alla 
rotazione solare, J sarebbe inizialmente compreso tra 7/2 e x ed il piano 
dell’orbita tenderebbe ancora a disporsi sul piano dell’equatore solare, ma 
dopo aver eseguito un ribaltamento (cfr. Nota II), onde la rotazione diver- 
rebbe in fine di senso positivo. Ma, come vedemmo nella Nota I, in questo 
caso il pianeta cadrebbe forse sul Sole prima ancora che tale processo sia 
-compiuto. 

E evidente che lo stesso teorema vale per il moto dei satelliti, le cui 
orbite tenderanno quindi a disporsi sul piano equatoriale dei pianeti da cui 
dipendono. 


6. Ovviamente se w = 0, e cioe se il Sole non ruota, J resta costante. 
E poiché in tal caso, si pud prendere per piano equatoriale un piano qual- 
siasi passante per il centro solare, si vede immediatamente che allora lorbita_ 
-di P & piana ed il suo piano si conserva invariabile; come appunto dimo- 
strammo nella Nota IL. ; 

Possiamo anzi ritrovare facilmente la formola a cui giungemmo “*) 
nell’ipotesi che l’eccentriciti fosse piccolissima e ponendo per semplicita 
R = 1. Infatti, in tale ipotesi semplificativa, indicando con n il moto medio 
di P, il suo momento della quantita di moto é mn. Inoltre, poiche tale 
vettore ¢ normale al piano dell’orbita, se scegliamo — come facemmo — 


(t) Cfr. G. ArmELLINI, I problemi fondamentali della Cosmogonia e la legge di Newton. 
«Rend. R. Acc. dei Lincei», vol. XXVII, ser. 6°, Nota II, 1938, p- 609. 
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Passe x diretto lungo la linea dei nodi del piano dell’orbita col piano del- 
Pequatore solare, abbiamo: 


(25). Ay=0%3 Ay=S—mnsenJ ;~A,= mncos} mee OS) 


x 
dove | & la distanza angolare del pianeta dal nodo. La (24) diviene allora: 


(26) # “= fe J gOstulk, 


Per trovare ora il valore secolare della derivata di J, che chiamammo 


dl : Newt re CF erie 
rae basta al posto di cos?/ sostituire il suo valor medio; cioe moltiplicare 
C 

per dl, integrare tra 0 e 27 e dividere per 2m. Si ha allora immedia- 
tamente : 

(27) al efCw sen I 

ca ey 40 


che € appunto la formola da noi dimostrata nella passata Nota. 


7. Termineremo con un’osservazione. Ammettendo lesistenza del ter- 
mine cosmogonico, il momento totale della quantita di moto del Sistema Plane- 
tario resta costante col tempo — precisamente come con J’ordinaria legge 
di Newton — giacché si tratta sempre di forze interne. Esso pero tende, per 
cosi dire, a passare dal Sole nei pianeti e cio potrebbe spiegare il fatto — spesso 
notato dagli astronomi e dai matematici - che nell’odierno Sistema Plane- 
tario, mentre la massa risiede in maggioranza nel Sole, il momento della 
quantita di moto risiede in maggioranza nei pianeti. 

Dimostreremo questa proprieti in una futura Nota, dove pure ci occu- 
peremo della rotazione dei pianeti e della forma delle nebulose ellissoidiche 
extragalattiche. 


Astronomia (Astronomia teorica), — Moti keplertani e 
teorta dell aberrazione annua della luce. Nota“? del Socio 


G. SILVA. 


§ 1. — In una recente Memoria il prof. Nobile osserva che nella 
consueta teoria astronomica dell’aberrazione della luce si suole attribuire 
al Sole il moto uniforme rettilineo che invece spetta al centro di massa 
del sistema solare, e si viene pertanto ad omettere, senza opportuna giustifi- 
cazione, la correzione di aberrazione dovuta al moto del Sole intorno al 
detto centro di massa. 

Questa correzione € certamente trascurabile nei calcoli pit. frequenti 
dell’astronomia, ma se si considera che, per i casi di stelle pil. prossime 
al polo o di ricerche particolarmente precise, sono sviluppati in alcuni 
trattati astronomici %) anche i termini di secondo ordine dell’aberrazione, 
dipendenti dal quadrato del rapporto tra la velocita orbitale della Terra e 
la velocita della luce, o dal prodotto di questo rapporto per quello analogo 
relativo all’aberrazione secolare, l’osservazione del Nobile va presa in giusta 
considerazione. 

Senonché la trattazione teorica de] problema, quale é fatta dal Nobile, 
giunge a conclusioni che considerazioni elementari esemplificatrici dimostrano 
non esatte; ed ¢ facile riconoscere, come mostrero nel § 4 di questa Nota 
che l’inesattezza dipende da una schematizzazione del problema che puod 
essere bensi accettata per il calcolo pratico della correzione di aberrazione 
in questione, ma non per quella trattazione teorica, giacché in questo secondo 
caso vengono trascurate grandezze dello stesso ordine di quelle che si 
ricercano. 

Lasciando ad altri la cura di ricercare se e quali Javori siano gia stati 
pubblicati sull’argomento, o di determinare numericamente l’entita di questa 
correzione di secondo ordine, osserverO ancora che se essa dovesse dare 
importi di cui sia opportuno in qualche caso tener conto, dovrebbe essere ad 
essa appaiata la correzione, presumibilmente dello stesso ordine di grandezza, 
dovuta alle perturbazioni nel moto orbitale della Terra attorno al Sole, 
giacché il calcolo dell’aberrazione annua prende per base il moto non per- 


(1) Pervenuta all’Accademia il 20 settembre 1938. 

(2) V. NoBILE, Preliminari per una necessaria revisione della teoria dell’aberrazione annua. 
I fondamenti teorici del problema. « Pont. Ac. Scient. Acta», vol. II, 1938, p..29. 

(3) Ved. ad es.: S. NEwcoms, A Compendium of spherical Astronomy. New York, 1906; 
W. VALENTINER, Handworterbuch der Astronomie, I Band, Breslau, 1897. 


turbato, ed anzi, per l’ordinaria omissione del termine costante dipendente 
dall’eccentricita dell’orbita terrestre, un moto anche pit semplice del keple- 
riano. A questo proposito desidero premettere anzitutto una dimostrazione 
diretta assai semplice delle caratteristiche della velocita del moto kepleriano, 
che sono a base del suddetto calcolo, quale svolgo talvolta nelle mie lezioni 
di astranomia (§ 2) e di poi un cenno sulle correzioni di aberrazione nei 
calcoli di orbite e sulla discussione che tali correzioni hanno originato nel 
recente congresso astronomico, tenutosi a Stoccolma, circa l’omissione dianzi 
ricordata del termine costante dell’aberazione annua (§ 3). 


§ 2. — Sia: ms ‘la _massa del Sole il cui centro indico con S, m la 
massa di un corpo celeste P, che considero puntiforme ed-attratto dal Sole 
secondo la legge di Newton e sieno M il versore ed r il modulo di P —S. 
Designando al solito con f la costante dell’attrazione universale, e con apici 
le derivazioni rispetto al tempo, abbiamo: 


(1) Dees 


(2) 22 f (mo + m) Ta 


ie 


d’onde, risultando nullo il prodotto esterno (P — S) (| (P— S)”, V’integrale 
delle aree 


(3) (P—S) \(P—SY =cO 


dove c é il doppio della velocita areolare, che suppongo diversa da zero e 
positiva, ed O & un versore costante. 

Nel piano normale ad QO, in cui avviene dungue il moto, sia  l’'anomalia 
del raggio vettore SP contata nel verso del moto stesso a partire da una 
direzione invariabile uscente da S, ed WN il versore O /\ M di anomalia 
go° + >. 

Osservando che 

Mo OON> SS 9M, 


si ha dalla (1), dalla (3) e dalla (2) successivamente 
(P—SY =7*M+r9N 


fo as — (6 


oe f (mo + ™) Aber Mes m) N’ 
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Vultima delle quali, integrata, da 


(4) (ee gy 2 By 20) 


con f(m, + m)e/c modulo e Q versore della costante vettoriale d’ inte- 
erazione. 

Quest’ ultima integrazione esprime che, fissato come primo estremo del 
vettore velocita un punto A, l’odografo del moto é un cerchio di raggio 
f (me + m)/c e di centro A + f(m, + m)eQ/c. 

Detta 90 + % Vanomalia di Q, sostituite nella (3) le espressioni (1) 
e (4), ne risulta ’eguaglianza dei moduli dei vettori del primo e del secondo 
membro: 

rf (mM. + m) 


C 


[1 + ecos(#— 9 )|] =c 


che, posto 
GC 
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da VPequazione dell’orbita (ellisse, parabola od iperbole) 


p 


ne 


I +ecosv 


Ne segue che la direzione di Q, a cui compete lanomalia vera v = 90°, 
é normale alla direzione perielia. 

La (4) esprime dunque che la velocita orbitale ¢ la somma vettoriale 
di una velocita di grandezza c/p costante e sempre normale al raggio vettore, 
e di una velocita di grandezza ec/p costante e di direzione essa pure inva- 
riabile. 

Nel caso ellittico, detto T il periodo di rivoluzione ed n il moto medio 
2 esi ha: 


2 ma?) 1 —e? 


(6) fee @ Re Wad aa a T = na? 1 — e? 


e le due velocita, componenti la velocita orbitale, hanno per moduli 
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§ 3. — Per quanto si & ora detto Vaberrazione annua della luce pud 
decomporsi in due parti: una & variabile nel corso dell’anno ed equivale a 
quella che si avrebbe se la Terra possedesse, sempre in direzione normale 
al raggio vettore, la velocita costante che le competerebbe qualora Ja sua 
orbita fosse un cerchio di raggio a (1 —e?)—"/?; l’altra parte rimane costante 
per ogni singola stella, come se la Terra si muovesse di moto uniforme 
sempre in direzione normale alla perielia con una velocit’ 1/e volte pil 
piccola della precedente. 


Il rapporto di queste due velocitd alla velocita della luce, ridotto a 
secondi d’arco moltiplicando per 206 264”.8, vale rispettivamente 20''.47 
(costante della aberrazione annua) e 0.343. Questo secondo valore non 
sarebbe trascurabile, ma poiché il termine dell’aberrazione che da esso 
deriva rimane costante per ogni stella, al pari di quello dovuto all’aberra- 
zione secolare, si preferisce lasciarlo incluso nelle posizioni medie che sono 
date nei cataloghi stellari e nelle effemeridi astronomiche, sicché per la 
riduzione al luogo apparente basta tener conto del solo termine variabile 
dell’aberrazione annua. 

Del termine costante avviene talvolta che si debba tener conto nei 
calcoli @’orbita. Ricordo in proposito che quando trattasi di un corpo 
celeste del sistema solare (pianeta o cometa) devesi prendere in considera- 
zione il «tempo di aberrazione At» che la luce impiega per giungere da 
esso alla Terra. 

Se T & la posizione della Terra al tempo dell’osservazione, C la posi- 
zione del corpo celeste al tempo 1— At, V la velocita (assoluta) della luce 
nella direzione CT in cui si propaga, w la velocita della Terra, la dire- 
zione TC’ & il prolungamento della diagonale (velocita relativa) del paral- 
lelogrammo che ha per lati V,—v, sicché se T,C é parallelo a TC’ e 
TaT.,.CC lo sono: 2.05. sic ha che CT = Vs At7, Taal = CEU ri err. 

Quando per wv si considera Ja sola velocita del sistema solare, CTC’ 
& Ja deviazione di aberrazione secolare, ma la direzione osservata TC’ & 
anche la direzione effettiva del corpo celeste al tempo di osservazione, poiche, 
appartenendo esso al sistema solare, si ¢ trasportato nel tempo At da C 
in C’. Dell’aberrazione secolare non é quindi da tener conto in alcun modo. 

Quando v é la velocita annua della Terra, la direzione osservata TC’ 
coincide con la direzione effettiva T,C che congiunge la Terra con il corpo 
celeste al tempo « ridotto » 1 — At. Quindi se la direzione di C e dedotta 
per confronto con una stella, poiché la posizione stellare contiene sempre 
i] termine costante dell’aberrazione annua, basta aggiungere il termine varia- 
bile della stessa aberrazione per avere la direzione TC. che: interessa. 
E quanto si fa generalmente nel confronto di osservazioni con effemeridi 
di pianeti e di comete, poiche queste effemeridi dinno le direzioni delle 
rette che congiungono Terra e corpo celeste ad eguali istanti, ed ¢ possibile, 
conoscendosi la distanza, passare dal tempo # di osservazione al tempo ! — At 
per il quale si deve interpolare nell’effemeride. 

Nelle prime determinazioni di orbite di corpi celesti da poco scoperti, 
non conoscendosi invece quella distanza, si preferisce considerare la dire- 
vione TC non affetta di aberrazione che congiunge la posizione T della 
Terra relativa al tempo ¢ di osservazione con la posizione C del corpo 
relativa al tempo (incognito) ¢— Af. In tal caso la posizione di quella 
stella che ha servito di confronto nell’osservazione, dovrebbe essere liberata 
anche dal termine costante dell’aberrazione annua. In conseguenza della 
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piccolezza di questo termine, della limitata precisione delle osservazioni e 
del carattere di approssimazione che hanno sempre le prime determinazioni 
di orbite, questa riduzione viene di solito omessa. Tuttavia, da questo 
punto di vista, sarebbe preferibile che le posizioni stellari dei cataloghi 
venissero liberate da questo piccolo termine costante dell’aberrazione, e sia 
per questa ragione, sia per ragioni di maggior omogeneita nelle posizioni 
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stellari, una proposta in questo senso venne avanzata gid nel congresso 
dell’Unione astronomica internazionale, tenutosi a Parigi nel 1935. Nel 
recente congresso di Stoccolma la questione venne ripresa e risolta nega- 
tivamente, poiché prevalse la ragione pratica di mantenere invece Pomoge- 
neita fra i numerosissimi cataloghi finora usciti e frequentemente consultati 
e i cataloghi futuri, onde evitare confusionj e facili errori. 


§ 4. - Il moto del Sole intorno al centro di massa dell’intero sistema 
solare pud essere dedotto dalla formola facilmente ricavabile dalla defini- 
zione di centro di massa: 


> mi(P:—S) 
(7) Sea Tees 


dove mo & ancora la massa del Sole, m; sono le masse dei singoli pianeti P:, 
e w la somma di queste ultime. Ma il Nobile, affermato cid, aggiunge che 
«luso diretto ed esclusivo della predetta relazione sarebbe ben poco oppor- 
tuno in pratica, sia a cagione della insufficienza dei dati relativi al numero 
e alle masse dei pianeti minori e ultra-plutoniani, sia perché il procedimento 
essenzialmente numerico, che verrebbe di necessita ad imporsi, non sarebbe 
atto a fornire alcuna indicazione sui caratteri generali (geometrici e dinamici) 
del moto ». 

Per desumere tali indicazioni egli ricorre agli integrali classici del moto 
intorno a G, sostituendo al sistema reale uno schema convenientemente 
semplificato e precisamente ammettendo che si possano « trascurare, per 
un dato intervallo di tempo, le perturbazioni » e si possa quindi « considerare 
il moto dei pianeti intorno al Sole come un insieme di moti kepleriani ». 
Con cid egli giunge alle seguenti conclusioni: 

I. E lecito ritenere che la traiettoria relativa del centro del Sole intorno 
al centro di ‘massa dell’ intero sistema sia piana e percorsa con la legge delle aree. 

Ul. La traiettoria relativa del Sole intorno a G puod considerarsi circolare 
e percorsa con moto uniforme. 

Poiche la teoria vale qualunque sia I’ insieme dei pianeti, immaginiamo 
che, oltre al Sole S, esistano soltanto due pianeti P,, P., di masse m, ,m., 
percorrenti due orbite inclinate tra loro, con periodi non multipli uno del- 
Valtro. Nei successivi passaggi di P, attraverso I’ intersezione dei due piani 
(linea dei nodi), G trovasi sul piano dell’orbita di P, ed in posizioni varie 
di questo piano; viceversa ad ogni passaggio di P, alla linea dei nodi, G 
trovasi sul piano dell’orbita di P,. La traiettoria di G rispetto ad S, e quindi 
di S rispetto a G, non pud dunque essere piana. 

Resta cosi anche escluso che essa possa essere un circolo; a questa 
conclusione del resto si oppone un’esemplificazione anche pi’ elementare. 
Supponiamo le due orbite circolari e complanari, di raggi a, ,a,, tali che 
sia m, a; = m,a,. Quando P,; e P, sono in opposizione S e G coincidono; 
quando invece P; e P, sono in congiunzione il centro di massa G é sulla 
medesima congiungente, dalla parte di P,,P., ad una distanza massima 
da S, facilmente valutabile. 

La discordanza fra i risultati teorici e questi esempi semplici pud essere 
spiegata nel seguente modo. Indichiamo con w; le velocita dei pianeti P; 
relative al Sole, con V, la velocita di questo relativa al centro G di massa 
dell’ intero sistema, e con A un vettore costante. L’integrale delle aree viene 
condotto dal Nobile alla forma: 


8) SmP—NAv—(m+ HY S—OAh=K 


e sussiste esattamente quando si considerino i moti perturbati. 
Schematizzando il problema ed ammettendo che i moti dei pianeti siano 
kepleriani, il vettore rappresentato dalla prima somma diviene costante e 


quindi deve diventarlo il prodotto vettoriale che costituisce l’ultimo termine 
del primo membro, d’onde il primo dei due risultati dianzi riportati. 

Ma se immaginiamo di scindere le velocita perturbate w; nelle corri- 
spondenti velocita kepleriane w: e nelle velocita residue ew; derivanti dalle 
perturbazioni e poniamo 


(PSS yk ne ie 


sara anche & costante e Ja (8) assumera la forma: 


Dm: (P: —S) \ ui—(m +h) (S—-G) A Vo=k. 


La schematizzazione suddetta equivale ad ammettere nullo il primo 
termine e pud quindi essere accettata quando si possa affermare che esso 
é trascurabile rispetto al secondo e quindi rispetto a k, che ¢ notevolmente 
piccolo in confronto di AC. Cio non é senz’altro lecito née in via generale, 
né nel caso specifico del sistema solare. 

Per il secondo risultato basta analogamente osservare che |’ integrale 
della energia, dopo una prima semplificazione in cui e gid stata applicata 
Vipotesi fatta sul moto kepleriano dei pianeti intorno al Sole, viene scritto 
dal Nobile sotto la forma: 
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dove le 9; sono le distanze dei pianeti dal Sole, le o;; le distanze dei pianeti 
tra loro ed H una costante. 

Anche qui, in base alla stessa ipotesi, viene trascurata a secondo membro 
la seconda sommatoria, che ¢ evidentemente dello stesso ordine di grandezza 
della prima; questa prima sommatoria pud bensi ritenersi approssimativa- 
mente costante, ma non quella seconda, sicché la soppressione toglie valore 
alla conclusione che ne deriva. 

Seguendo invece la prima via indicata dal Nobile, derivando la (7), si ha 


Mi Ui 
Vy a 8 


ite, ae 


Con notazioni analoghe a quelle del § 2, ne risulta per la (4), tenuto 
conto delle notazioni (5) e (6), 


E Wj 2 —+ 
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Potremo qui trascurare i termini che hanno insieme a fattore e; ed il 
rapporto mi/(m> +p), tanto pil che quelli contenenti i fattori Q; sono 
invariabili con il tempo. Scriveremo quindi pit’ semplicemente: 


Mi 
Vo = — >, ai Mi. 
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Per il calcolo dell’aberrazione della luce dipendente dal moto del Sole 
intorno al centro di massa G sarebbero pertanto da calcolare tanti termini 
quanti sono i pianeti (Terra compresa), ogni termine dipendendo dalla 
velocita orbitale circolare del corrispondente pianeta, ridotta secondo il rap- 
porto m:/(mo +). E, per le piccole inclinazioni delle orbite planetarie, 
sarebbe lecito considerare queste velocita giacenti sul piano delleclittica, 
con che il calcolo diverrebbe assai facile e breve. 

Ma anche la questione pratica sollevata dal Nobile circa l’aberrazione 
annua della luce non potrebbe esaurirsi con questo calcolo; occorrerebbe 
altresi conoscere per la Terra la velocita 


a= Vv—w 


differenza fra la velocita effettiva e quella kepleriana, comprendente in 
particolare la velociti del moto della Terra intorno al centro di massa 
Terra—Luna. 

I dati contenuti nelle effemeridi astronomiche permetterebbero certa- 
mente di calcolare numericamente w, istante per istante, ma il calcolo 
riuscirebbe lungo e tedioso, e, almeno per un’indagine circa i massimi 
valori che la velocit 2 potrebbe raggiungere, sarebbe interessante arrivare 
ad indicazioni quantitative per via teorica. 
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Fisica. — Clteriori ricerche sull azione della luce su sottile 
lamine metalliche. Nota“ del Socio Q. Majorana. 


Si espongono talune ricerche sperimentali che fanno seguito a quelle 
su. cui ho riferito in altre otto Note precedenti @. L’azione della luce, di 
solito periodicamente interrotta, su lamine metalliche sottili, forma oggetto 
di tali Note. Nel lungo periodo sperimentale da me dedicato a queste 
ricerche, ho rilevato la dipendenza degli effetti osservati, da numerose circo- 
stanze. Esse sono: la natura e lo spessore del metallo costituente la lamina ; 
il modo di fissare questa su di un supporto isolante (vetro, quarzo, ebanite ecc.), 
mediante sostanza adesiva; oppure generarla sul supporto stesso, mediante 
precipitazione chimica, termica, meccanica o catodica; il far scorrere sul- 
Paltra faccia della lamina, fissata come-ora si é detto, dell’acqua od un gas 
a pil o meno grande velocita; |’adoperare la lamina senza alcun supporto 
(all’infuori dei suoi estremi) immersa in un gas (aria od idrogeno), oppure 
nel vuoto; ed infine, il mutare della natura e della intensita della sorgente 
di radiazioni, e della frequenza di interruzione di queste. 

L’esame sperimentale completo della influenza di tutte queste circo- 
stanze, che possono essere mutate ciascuna dentro limiti assai estesi, sarebbe 
evidentemente assai lungo ed in certi casi poco conclusivo. Comunque, ho 
dato a suo tempo notizia dei risultati ottenuti sperimentando in talune delle 
condizioni su elencate. Pil recentemente, nel continuare tali ricerche, ne 
ho ristretto il campo, scegliendo certe particolari condizioni tipiche, che 
piu semplicemente possano essere controllabili a priori e facilmente ripro- 
dotte. In osservanza di tale criterio, le ricerche a cui accennerd in questa 
Nota ed in altre successive, sono state eseguite adoperando esclusivamente 
lamine di puro oro metallico, fissate, nei modi che saranno ora detti, su 
vetro. La scelta dell’oro, tra tutti i metalli che variamente mostrano |’effetto 
che si studia, ¢ stata fatta in conseguenza delle sue caratteristiche di inal- 
terabilita e di facilita di depositarsi catodicamente. 

Queste lamine d’oro, se preparate a parte dalle lastrine di vetro su 
cui poi vengono fissate, sono state fabbricate da una Ditta specializzata, 
col solito processo della battitura; ed arrestando questa operazione, a spes- 
sori diversi dal solito. Pit propriamente, questo spessore é risultato anche 
sedici volte maggiore di quello che comunemente viene scelto 0 raggiunto 


(1) Pervenuta all’Accademia il 27 agosto 1938. 
(2) Questi « Rendiconti», vol. XVI, pp. 82, 172, 548; vol. XVII, p. 255; vol. XVIII, 
pp. 184, 260, 348, 433. 
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nella preparazione delle comuni foglie d’oro del commercio; e cioe di 
circa due micron. Lo spessore di tali lamine @ cosi variato fra 0,8 e 1,6 
micron. L’oro impiegato dalla suddetta Ditta in tale operazione ¢ stato di 
assoluta purezza, ed i congegni necessari, ripuliti dalle tracce di precedenti 
preparazioni. Le lamine d’oro di detta provenienza, vengono fissate sulle 
lastrine di vetro delle dimensioni gia indicate, di cmq. 7X 0,7 di super- 
ficie, e di cm. 0,3 di spessore. 

In un altro gruppo di ricerche, ho adoperato lastrine di vetro delle 
dimensioni ora richiamate, ricoperte di uno strato di oro puro, ottenuto 
per precipitazione catodica. Per la natura stessa dell’operazione, si comprende 
che questa volta lo spessore possa essere regolato facilmente dentro limiti 
pit. discosti; e cioe, fra 0,04 e 4 micron, circa. Occorre pero procedere 
in simile preparazione con qualche cautela, se si vogliono ottenere lamine 
d’oro presentanti aspetto superficiale costante ed uniforme, nei vari casi. 
Difatti, dipendentemente dalle condizioni in cui si ¢ svolto il passaggio 
della scarica elettrica, pud loro apparire con colorazioni o tinte diverse. 
Sovrattutto, occorre evitare che sotto la campana pneumatica in cui avviene 
la scarica, vi sieno tracce di vapori organici (dovuti ai grassi impiegati per 
le tenute). Tali tracce possono dar luogo a depositi nerastri, dovuti pro- 
babilmente alla presenza di carbonio. E alle diverse condizioni superficiali 
dello strato, corrispondono valori diversi dei coefficienti di assorbimento di 
esso per le varie Iunghezze d’onda (di solito maggiori per le pil grandi). 
Cid pud falsare i confronti dei vari risultati sperimentali. 

Lo spessore delle singole lamine viene determinato alla bilancia. Cio 
si fa per pesata diretta, se si tratta di lamine preventivamente staccate dal 
vetro; cioé di quelle che poi vengono su di esso in qualche modo incollate. 
Per il caso delle lamine catodiche, si pesa la lastrina di vetro prima e dopo 
la precipitazione catodica. 

Tali lamine d’oro ottenute con uno dei metodi descritti (e che diremo 
incollate oppure catodiche), vengono fornite di elettrodi metallici ai loro 
estremi, guarniti di stagnola e serrati con viti. Esse, se a turno, venissero 
inserite, insieme con una f. e. m. B, nel circuito del trasformatore d’entrata 
T, dell’amplificatore termoionico A, darebbero luogo ad effetti non facilmente 
confrontabili, in causa della loro diversa resistenza elettrica, dovuta ai loro 
differenti spessori). Per evitare tale inconveniente, la resistenza elettrica 
della lamina gia fissata o generata sul rispettivo supporto di vetro, viene 
preventivamente riportata, per tutti gli spessori, al valore che essa presenta 
nel caso delle lamine pili sottili ottenute (0,4 micron). Tale resistenza e 
di circa ty ohm. A cid si procede, mediante taghi praticati sulla superficie 


(1) Ved. fig. a p. 261 del vol. XVIII di questi « Rendiconti». 
(2) Incidentalmente noto, che, anche trattandosi di spessori di qualche micron, non 
si ha esatta proporzionalita inversa, tra lo spessore e la resistenza della lamina. 
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di ciascuna lamina, come ¢ indicato nella fig. 1. La distanza ed il numero ° 


di questi tagli vengono con una certa approssimazione determinati, mediante 
un semplice calcolo preventivo. La fig. 1 indica l’aspetto che presenta una 
lamina d’oro di circa 0,7 micron di spessore fissata su di una lastrina. di 
vetro delle dette dimensioni, e che ¢ stata portata alla resistenza prefissata 
di t5 ohm. Nel caso di lamine catodiche di un certo spessore, tali tagli 
sono stati ottenuti ponendo dinanzi alla lamina di vetro, che riceve la proie- 
zione catodica, una mascherina sostenente tratti di sottili fili metallici, che 
colla loro ombra, generano mancanza di proiezione, la dove si vuol tagliare 
la lamina. Tale artificio ¢ assolutamente necessario per spessori gia appena 
superiori a circa 0,5 micron, per i quali un taglio meccanico, ne provo- 
cherebbe lo strappo totale. 


Il dispositivo usato in connessione con tali lamine corrisponde allo 
schema gia riportato e descritto nella stessa Nota citata. In esso sono stati 
introdotti, negli ultimi tempi, notevoli perfezionamenti costruttivi. Esso é 
rappresentato, nel suo insieme, nella fig. 2. D é€ un disco ruotante di 
elektron di cm. 50 di diametro, fornito, verso la periferia, di 48 tagli radiali. 
La larghezza dei tagli ¢ uguale a quella dei pieni. Con cio, la luce di una 
lampada L (che puo essere ad incandescenza oppure a mercurio ed in 
quarzo, di potenza- regolabile sino a circa 900 € 300 watt, rispettivamente), 
arriva periodicamente su di una lastrina di vetro comune M, sostenente la 
lamina metallica (in queste esperienze, di oro), preparata in uno dei modi 
a cui si € accennato. La velocita di rotazione del disco € regolata, in queste 
ricerche, in modo da generare, di solito, una frequenza di interruzione del 
raggio luminoso di 600 oppure di 1200 periodi a secondo. Mediante un 
congegno a forza centrifuga KK’, sostenuto da una staffa S, ed un indice I 
scorrente sulla graduazione T, & possibile controllare in ogni caso il valore 
e la costanza di tale frequenza; C ¢ una cellula fotoelettrica al potassio 
nel vuoto; L’ ¢ una lampada sussidiaria ad incandescenza, ad intensita 
regolabile, che illumina C, attraverso il bordo a tagli del disco girante D. 
La cellula C e la lampada L’ sono portate da un braccio NN’ calettato 
sull’asse di rotazione del disco, che pud venire spostato angolarmente intorno 
a questo, mediante una vite micrometrica V, che porta un indice scorrente 
su di un cerchio orizzontale graduato B. La posizione angolare, relativa, 
fra i due sistemi /ampada L — lastrina M e lampada L’ - cellula C, pud 
essere individuata mediante letture sul settore graduato HG (avente il centro 
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sull'asse del disco) e sul cerchio B. Speciali protezioni, non riprodotte nella 
figura, impediscono, alle correnti d’aria generate dal disco ruotante, di agire 
su M. L’apparecchio & connesso con gli altri accessori indicati nello schema 
di compensatore, gia precedentemente pubblicato. Esso realizza cosi la for- 
mazione, l’amplificazione e la compensazione della corrente pulsante, che 
caratterizza Veffetto di cui ¢ questione. 


Fig. 2. 


Circa Puso di tale compensatore a cellula fotoelettrica, mi riferisco a 
quanto precedentemente ¢ stato specificato . Avverto inoltre che, a diffe- 
renza di quanto é indicato nello schema richiamato, mi sono servito a 
turno delle due lampade ad incandescenza od a mercurio, ponendole sempli- 
cemente col loro cratere luminoso a circa cm. 20 di distanza dal disco 
ruotante; e cid senza fare uso di alcuna lente (di vetro o di quarzo), come 
avveniva nelle prime mie esperienze. Con cid, si raggiunge una piu“ uni- 
forme illuminazione della lamina, ed una maggiore costanza di essa, nelle 
varie esperienze. 


(1) Loe. citi, pp. 261+265. 
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Il descritto dispositivo permette di determinare, come si disse, il valore 
di Ar/r (variazione massima della resistenza elettrica della lamina) e lo 
spostamento di fase 9, tra la pulsazione della luce e quella della resistenza 
elettrica. La grandezza Ar/r @ uguale, come fu visto, al rapporto tra i 
massimi delle due correnti elettriche (a compensazione avvenuta) che cir- 
colano nella cellula fotoelettrica e nella lamina metallica. Tale grandezza 
da, col suo valore, Ja misura dell’effetto. E come ho detto in precedenza, é da 
ammettersi che tale effetto debba, se mai, essere di natura promiscua: ter- 
mico e fotoelettrico di nuova natura. In linea di orientamento, se ammettiamo 
che il comune effetto termico abbia la predominanza, si comprende che il 
fenomeno che si osserva dipenda da un certo numero di parametri: energia 
termica assorbita dalla lamina, sotto lazione delle radiazioni, spessore di 
questa, caratteristiche termiche e di irraggiamento del metallo adoperato, 
natura e spessore del supporto isolante (in generale di vetro), coefficiente 
termico della resistivita del metallo, ed infine, frequenza di interruzione 
del raggio, luminoso. Uno studio teorico per la determinazione di Ar/r, la 
quale grandezza si suppone dipendere esclusivamente da un semplice effetto 
termico inquadrabile nelle teorie fisiche classiche, sara riportato in una 
prossima Nota. Ma sin d’ora osservo che sarebbe ben difficile controllare 
sperimentalmente i risultati di esso, data la complicazione del problema. 

Pit semplici appaiono questi controlli, quando ci si accontenti di deter- 
minare i valori di o. L’esperienza fa vedere infatti, che, in prima indagine 
e con buona approssimazione (in confronto degli inevitabili errori od incer- 
tezze di osservazione), questa grandezza e indipendente da taluni parametri, 
compresi tra quelli su elencati. Risulta infatti, che, scelta una determinata 
sorgente di radiazioni, il valore di @ é indipendente dalla intensita della 
sorgente stessa. Cio puo verificarsi sia diminuendo il valore della corrente. 
elettrica che la anima, sia allontanandola progressivamente dal disco ruotante. 

Questa conclusione coincide per vero, con quella che si puo trarre 
dallo studio teorico-termico preannunziato che esporro in seguito. Da cid 
potrebbe trarsi forse qualche argomento, per la sua immediata applicabilita 
alle attuali ricerche. Ma talune caratteristiche dei fatti constatati, non sono 
per nulla prevedibili, quali conseguenze dello studio in parola. Cosi, quando 
si sperimenti con lamine d’oro abbastanza sottili (di circa un dedimo di 
micron), l’uso di lampade di diversa natura da luogo a valori di 9 sensi- 
bilmente e sicuramente differenti. Tal differenza scompare del tutto, quando 
a parita delle altre condizioni, si aumenti solo lo spessore della lamina. 
In altri termini, al di 1a dello spessore per cui vi ha ancora una _ traccia 
di trasparenza ottica, le azioni di sorgenti di differente natura appaiono 
sensibilmente identiche. 

Su tali risultali mi riservo di riferire pit particolarmente in una pros- 
sima Nota. 


Fisica. — Azzone della luce periodica su sottili lamine a oro. 
Nota © del Socio QO. Majorana. 


Riferisco sui risultati ottenuti sperimentando nel modo esposto nella 
Nota precedente ©), con sottili lamine d’oro. Queste sono state preparate 
fissandole con un adesivo su vetro, oppure generandole su tale supporto, 
mediante precipitazione catodica. Nei due casi, leffetto constatabile, quando 
un raggio di luce periodica colpisce la lamina, & sensibilmente diverso. Cid 
pud rilevarsi gid, mediante semplice ascoltazione al telefono dell’amplifica- 
tore, e senza bisogno di ricorrere a vere misure quantitative. A parita di 
altre condizioni, le lamine incollate danno un suono notevolmente pil intenso 
che non le lamine catodiche. Questo fatto dimostra che il Ar/r & maggiore 
nel caso delle prime. 

Un indizio, che spieghi tale diversita, si ha sperimentando, sempre a 
parita di altre condizioni, con lamine d’oro libere nell’aria, ma convenien- 
temente fissate ai loro estremi su due elettrodi rigidi metallici. Il suono 
al telefono & ancora pil forte; ¢ massimo poi, se si sperimenta nel vuoto; 
alquanto pit debole nell’idrogeno. Mediante il compensatore, si pud ogni 
volta far sparire il suono al telefono, e determinare, come gia si disse, il 
valore di Ar/r. Questo pud arrivare persino a circa 1074, nei casi piu 
favorevoli, ora citati. Sebbene l’osservazione sistematica di tali valori non 
abbia grande importanza, in quanto si tratta di risultati corrispondenti alle 
numerose e svariate circostanze dell’esperimento (difficilmente controllabili 
tutte con esattezza), pure, le accennate osservazioni danno un sicuro indizio, 
circa la causa della diversit: dei valori stessi. Essa, evidentemente, risiede 
nella diversa dispersione del calore da parte della lamina, dipendentemente 
dalle sue condizioni di isolamento termico, mutevoli da caso a caso. L’ef- 
fetto udibile al telefono ¢ massimo in un gas, o meglio nel vuoto, perche 
cosi la lamina stenta a perdere il calore, fornitole dalle radiazioni, che essa 
ha assorbito. E piccolo, nel caso della lamina catodica (su vetro); & ancora 
minore se al vetro si sostituisce il quarzo. E nel caso delle lamine incollate, 
Veffetto ha valore intermedio; pur dovendosi ritenere che la capacita termica 
della materia adesiva sia praticamente nulla. Ma la conducibilita termica 
di tale strato, ossia quella tra metallo e vetro, & certamente pit: piccola di 
quella che si ha nel caso delle lamine catodiche, e maggiore di quella tra 


(1) Pervenuta all’Accademia il 1° settembre 1938. 
(2) Questi «Rendiconti», p. 132. 
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lamina libera e gas ambiente“) o vuoto (in quest’ultimo caso, si tratta 
evidentemente di solo irraggiamento). 

Per le lamine catodiche, é da ritenere che la conducibilita termica tra 
metallo e vetro, sia praticamente infinita, essendo assai intimo il contatto 
fra queste due sostanze; mentre essa pud essere scarsa ma non nulla, nel 
caso delle lamine incollate. Se si tratta di lamine libere nell’aria o meglio 
nel vuoto, la conducibilita si avvicina a zero; ma in realta essa non € mai 
nulla, in conseguenza dei fenomeni di irraggiamento. 

Tutto cid & conforme, come si & premesso, alle comuni vedute clas- 
siche della conduzione del calore; e, secondo quanto ho gia annunziato 
nella Nota prededente, mi riservo di esporre al riguardo una_particolare 
trattazione teorica, che tenga conto delle circostanze ora prospettate. L’effetto 
puramente termico ¢ massimo, dunque, quando é massimo l’isolamento ter- 
mico della lamina: cio corrisponde al caso della lamina immersa in un 
gas o nel vuoto. In tale caso, gli scarti che possono essere osservati tra 
una previsione teorico—termica ed i fatti, debbono essere del tutto insensi- 
bili. Se si vuole osservare e studiare il nuovo effetto, si deve dare alla 
lamina una conducibilita calorifica esterna notevole ®. Fu questo il criterio 
che mi aveva guidato altra volta, nell’immergere la lamina metallica in 
acqua ferma od in moto. Ma Je particolari difficolta di questo artificio, che 
per vero ho potuto sperimentare solo con vetri platinati a fuoco, me ne 
hanno fatto abbandonare l’uso. 

E anche per queste ragioni, che ho limitato lo studio del valore di 9, 
che ora si espone, a lamine d’oro incollate o precipitate catodicamente su 
vetro, immerse nell’aria ambiente in quiete. Sui risultati cosi ottenuti passo 
ora a riferire. 


Lamine incollate. - Gli spessori di queste lamine variano tra 0.08 e 
1.4. Il modo di fissarle su vetro conferisce ad esse caratteristiche termiche 
alquanto incerte, dipendentemente dallo spessore e dallo stato di essicca- 
zione dell’adesivo adoperato. E impossibile controllare a priori, tali condi- 
zioni, ed occorre osservare i valori di @, caso per caso. 

Sperimentando indifferentemente con le due lampade ad incandescenza 
od a mercurio, si pud dire, in generale, che @ varia tra un massimo di 42° 
ed un minimo, che puo scendere eccezionalmente sino a circa 16°. I mag- 
giori valori di @ si hanno per lamine alquanto spesse (1.4 p); i pili piccoli 
per le pit sottili (0.8). Ma non é solo lo spessore della lamina, che 


(1) Qui, per conducibilita, si intende una grandezza sui generis, dipendente dai tre 
fatti concomitanti: conduzione, convezione, irraggiamento. 

(2) A. Erzropr ha ripetuto le mie esperienze (« Phys. Zeitschr.», V, 36, pp. 433- 
441, 1935) facendo agire nel vuoto, della luce periodicamente interrotta, su fili di bismuto 
o di costantana. Da quanto si € detto, risulta che questa non é@ la disposizione pit oppor- 
tuna, per oOsservare tutti i fatti da me annunziati. 
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influisce sul valore di g. Una stessa lamina incollata, da luogo, in generale, 
a valori di @ pit piccoli, appena preparata; col tempo, tale valore va di 
solito sensibilmente crescendo, per stabilizzarsi dopo qualche settimana. 
Cosi, detto valore di circa 16° fu constatato una volta, per una lamina 
incollata di fresco, di 0.08 w. Ma gia dopo tre giorni, esso era salito a 
20°; dopo un mese fini per stabilizzarsi intorno a 35°. 

Un attento esame di tali fatti me ne ha dato la spiegazione, applicando,. 
anche ora, i semplici principi della propagazione del calore. Lo strato ade- 
sivo, specialmente se ha per solvente |’acqua, va essiccandosi col tempo. 
Appena preparata la lamina ¢ isolata termicamente dal suo supporto alquanto 
di pit, in causa della cattiva conducibilita termica dell’acqua; e cio, come 
sara dimostrato teoricamente, da luogo a diminuzione dei valori di g. Un 
altro risultato della teoria, dice che, tanto per grande conducibilita termica 
(fra metallo e vetro), che per piccolissima, il valore di @ € superiore a 
45°. Si deduce da tutto cid, che deve esistere un certo valore critico di 
tale conducibilita, intermedio, a cui debba corrispondere un minimo di 9. II 
valore trovato nel citato caso, di 16°, deve essere stato prossimo a tale mi- 
nimo, quantunque il completo controllo sperimentale di questa conclusione, 
non sia, per le accennate ragioni, possibile. Se la lamina ha spessori pit forti, 
p. es. di 1.4 w, i fatti descritti possono ancora presentarsi; ma si hanno valori 
di o alquanto superiori. Si tornerd in seguito a discutere questi risultati. 

Si & detto, che quanto precede pud venire osservato adoperando indif- 
ferentemente, una delle due lampade: ad incandescenza od a mercurio. Cid 
avviene, se ci si limita a tener conto dell’andamento generale dei valori 
di @ in relazione con lo spessore e col modo di fissaggio della Jamina sul 
vetro. Se ora si fa un preciso raffronto, sperimentando a turno immediato: 
con le due lampade, si possono rilevare delle sensibili differenze. E piu 
precisamente, si osserva che ¢ & pit piccolo, quando Ja Jamina é illuminata 
dalla luce periodica, proveniente dalla lampada a mercurio, anziche ad 
incandescenza. Cosi, con la particolare lamina di 0.08y, di cui si € gia 
detto, si sono rilevati i seguenti valori, in epoche differenti, dopo la sua 


preparazione : 
Lamp. a mercurio Lamp. ad incandescenza 
appena preparata. . . 16° 16220) 
dope: 3) giomnt- "v.55: 202 20° 40° 
MASE hn i ona 40. 33° 40° 
y wun mese ed oltre 35° 36° 20’. 


Questa differenza di azione delle due Jampade, € meno accentuata per 
lamine pid spesse, € sparisce per spessori superiori a circa 0.5 u. 

Tali ultimi fatti non trovano naturalmente alcuna spiegazione, nella 
pura teoria termica. Essi danno ancora una volta il chiaro indizio dell’esi- 
stenza di un fatto fotoelettrico di nuova natura. 
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Con tutto cid, la complicazione dei fatti osservabili usando lamine. 


incollate ¢ tale, da sconsigliarne un’indagine sperimentale pil approfondita. 
Del resto, con le ricerche, relativamente pi semplici di cui ora sara detto, 
si avrd una pili precisa conferma dell’accennato indizio. 


Lamine catodiche. - Meno complicati sono i fatti osservabili usando 
queste lamine. Per esse, come gid si ¢ detto, puo ammettersi che la con- 
ducibilith termica fra oro e vetro sia praticamente infinita. E inoltre pos- 
sibile variare a piacere, lo spessore delle lamine. Questo ¢ risultato per 
nove lamine impiegate, rispettivamente di micron: 0.09, 0.11, 0.15, 0.20, 
0.50, 0.88, 1.04, 1.34, 3.55. Tali lamine sono state ottenute mediante 
scariche catodiche, di durate variabili, tra una ventina di minuti primi ed 
otto ore, circa. Si ¢ avuto cura, come.si disse, che l’andamento di tale 
operazione fosse il pit uniforme possibile. Per ciascuna lamina, ¢€ stato 
osservato replicatamente, durante un periodo complessivo di tempo di pil 
mesi, il valore di @, corrispondente all’uso a turno, delle due lampade e 
delle due frequenze 600 e 1200. Si sono avuti cosi, per ogni lamina, 
4 valori di ~, corrispondenti ciascuno alla media di un certo numero 
(5 a 10) di osservazioni, fatte in tempi diversi. Per brevita, mi limito a 
riportare tali medie, nei diagrammi della figura, riferentisi alle frequenze 
600 e 1200. Per ciascuna di tali frequenze, si hanno due curve, che si rife- 
riscono a turno, all’impiego delle due sorgenti di radiazione. Queste curve 
sono state segnate, riportando in iscale logaritmiche: in ascisse gli spes- 
sori delle lamine espresse in micron; ed in ordinate i valori di @, espressi 
in gradi d’arco, ma diminuiti di 43°. Per quanto le osservazioni diano 
luogo a punti, in generale non situati sulle curve tracciate, non vha dubbio 
alcuno sul’andamento reciproco di queste. Nella figura, insieme con le 
curve sperimentali, se ne sono segnate altre due a tratto pil grosso: una 
per ciascuna delle frequenze 600 e 1200. Esse sono state ottenute, appli- 
cando la teoria classica della propagazione del calore, come sara fatto in 
seguito; e corrispondono percio allipotesi di un puro fenomeno termico. 
Esse, inoltre, risultano asintotiche, per spessori evanescenti delle lamine, 
a rette parallele all’asse delle ascisse e di ordinata 45°. L’impiego delle 
scale logaritmiche mette in maggior risalto gli scarti delle curve osservate, 
da quelle teoriche, per piccoli spessori delle lamine. Dall’esame di_ tutti 
questi diagrammi si deduce: 


a) I valori sperimentali e quelli teorici-termici di @ sono prossimi 
a 45°, per lamine sottili; raggiungono i 60° circa per lamine dell’ordine 
di 4m. Sono alquanto maggiori per la frequenza pit alta. 


b) Per ciascuna frequenza, i valori sperimentali di @ coincidono 
sensibilmente, quando lo spessore della lamina superi circa 0.52, adope- 
rando a turno le due lampade. 
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c) Per ciascuna frequenza, un sensibile scarto si ha nei diagrammi 
di o, al disotto di 0.5. La lampada a mercurio genera un effetto carat- 
terizzato da valori di » pit bassi per circa 1°. Tale scarto € massimo, per 
gli spessori minim. 


d) I diagrammi sperimentali si scostano sensibilmente da quelli 
teorici termici. Per i piccoli spessori e per ciascuna frequenza, essi sono 
intermedii, fra quelli sperimentali delle due lampade. Per grandi spessori, 
essi si svolgono nettamente al disopra, con uno scarto che puo arrivare 
a circa, 5°. 

Questi risultati confermano la influenza della natura della radiazione 
sulla misura dell’effetto. Ulteriori considerazioni saranno svolte, dopo che 
sara stato esposto lo studio teorico della pura ipotesi termica, che anche 
qui non appare sufficiente, a spiegare tutte le modalita dei fatti osservati. 


MEMORIE ENO EGPIVESE NAA TEAS Oe) 


Geometria. — U2’ osservaztone suz complessi linear? di spazt. 
Nota‘? di G. GHERARDELLI, presentata dal Socio F. SEvERI. 


1. Un complesso lineare di spazi [k] di S,(k<cr) e definito da una 


; : I : 2 : 
equazione lineare omogenea nelle coordinate grassmanniane di [h]; 


r 
k+ 1 
sulla varieta V di Grassmann di indici (r,k), che rappresenta birazional- 
mente senza eccezione i [k] di S,, i complessi Jineari di {k] hanno per 
immagini le sezioni iperpiane. Scopo di questo brevissimo scritto é la 
caratterizzazione geometrica delle sezioni iperpiane di V corrispondenti ai 
complessi lineari speciali ©). 


2. Sieno: C un complesso lineare di [k] in S,; y I’ iperpiano immagine 
di C nello spazio di V; « un [k] di C; A il punto immagine di « su V. 
Si supponga poi: k =r—k—r, cid che non implica restrizione. 

Se « ¢ p-plo per C, l’iperpiano y contiene lo spazio e-tangente in A 
a Ve quindi gli spazi Sy_, osculatori in A alle curve Te—' razionali 
normali di V uscenti da A e perciO queste curve stesse. Ora alle curve 


(1) Pervenuta all’Accademia il 6 settembre 1938. 

(2) Cfr, F. Severt, Sulla varieta che rappresenta gli spaxi subordinali di data dimensione 
immerst in uno spazio lineare. « Annali di Matematica», ser. 3°, to. 24, 1915, p: 89. Ved. 
in particolare il n. 2, p. 94; C. SEGRE, Sui complessi lineari di piani nello Spazio a@ cinque 
dimensioni. « Annali di Matematica», ser. 3, to. 27, 1918, p. 75. Ved. in particolare il 
Fae 7 itgy Ole, ROI 


Pada 
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Pe—* di V uscenti da A corrispondono in S; varieta S,— V2) / razionali 
normali appartenenti a spazi [k-+o—1]; se k-+p—1>>2k e percio 
e>k-+ 1 due S, di una Ss— V7) sono sghembi e allora C, contenendo 
ogni Si—V?_' per «, verrebbe a contenere tutti i [k] di S,: sarebbe 
indeterminato. Avremo pertanto: p=k-+ 1. Si conclude: 

Un complesso lineare di [k| non contiene spazi [k| di multiplicitd supertore 
ak+x1©; affinché un [k] del complesso sia e~-plo (e =k + 1) occorre e basta 
che appartengano al complesso i [k] di S, che lo incontrano secondo [k—e-+ 1]. 


3. Il complesso C sia ora speciale, ciot costituito dai [k] di S, incident 
ad un [r —k—1r] fisso. Gli spazi [k] contenuti nello [r—k 
(k + 1)-pli per C; viceversa, se questo avviene, C é speciale. 

Sulla grassmanniana V si consideri la grassmanniana V’ di indici 
(r —k—1,k) che rappresenta i [k] di [rp —k— 1]; gli spazi (& + 1)-tan- 
genti a V nei punti di V’ appartengono ad un iperpiano che potremo dire 
(k + 1)-tangente a V lungo V’: questo iperpiano é |’immagine del com- 
plesso speciale C. 

Pertanto : 

Sulla varieta V di Grassmann di indici (r ,k), che rappresenta i [k] di Sy, 
i complessi lineari speciali di [k| hanno per immagini gli iperpiam (k + 1)-tan- 
genti a V lungo grassmanniane subordinate di indict (r—k—1,k). 


T| sono 


(1) La varieta V ammette solo spazi 2-,3-,°:". (k + 1)-tangenti. 


Matematica. — Swdle funziont univalents dispar nel cerchto 
unitarto. Nota™ di A. RosEnBLatT, presentata dal Socio 


MS vitetO iy Tr ks 


1. Consideriamo la serie di potenze dispari 


(1) J () = % 4 4,25. 0,5 Pe 

univalente nel cerchio unita, e poniamo coi sigg. Szegd e Grandjot 
Wik ists ty ene b 

(2) g@) =) flz st An wire eos etre 
) \ A 


Sussiste la disuguaglianza 
co 
(3) YG2—Ylb. fer 


le b essendo legate alle a dalle relazioni 


(4) 4; == 20,7, 6, 2b, 30, a 


3 


=— 2b,, + 6b, Dy 40; : 


5 
] \ Z 2 { 
te = —— 2b + 6D, by sds 12 5 by + So. :: 


Si sa che sussistono altresi le disuguaglianze (ved. Levin, M. Fekete— 


G. Szegd) 
(Ge al ee oe ee pn ere fo = tomes Be eed eG eh 


| Fo: fat oS ? heen ule > Ugo een . 
Wer eee ee ye ale ON 


2. ...In un lavoro presentemente in corso di stampa nella «Revista 
de Ciencias de Lima » io ho dimostrato che 


(6) | a, 
Applichiamo ora quello stesso metodo ad | a,|. Ponendo 

(7) fg = 2 B15 + 68; Br + 38, + 12858, + 5 Bi, B= |b |, 

(8) (9 =3B +78 + 118) 4+ 1596.1, 

(9) E50. 


SZ TUDO 


‘(1) Pervenuta all’Accademia I’ £1 luglio 1938. 


(PRG eS ties 
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valgono le relazioni 
ore 
=p = 681. + 248; 8, + 2083 —6a8, = 0, 
3 
oF ; oF 
(10) Fig sien tae ye es © 3 a == 6,052 22 AG, == 0, 
ae 19 
*) ee 25 eno) 
oBrs ; 
Ne segue 
3 I 6B. 
Bi=— 8 » Bs=—~ , 8 =—— 
‘ue Lt Aer: By joe 
9 72 8; 
A SR eee oe 
aE hk ae 1oOp, 348; = 0, 
donde 
6; = 6;,—=8,=—0 5 Ty Ceres i 7 pes. 
> 15 
215 
== Vee 
ie PIs 15 Ks 5] 
ovvero l’equazione 
9 72.8, 
Tsk { | oe = 
aw) IIA | FK— 3 aici mens 4 
dunque 
3 BY ey fe Nee) 2 6B: 
= 33 9)@ 3) , tn =— hn ,2=— ne ; 
(FOA+ 42)-11A IIA 15 A TA—3 
cid che da lequazione in A: 

CE ee ORNs Wie ‘ sae Nao) Sram rs 
PION Sey ite Hoey OM 42) 112 T 
a2 2 eo 
eee ake Bi ao Gadi ghee 
I2tA2 (7OA+ 42)-1TA Ds A? 


ossia 
12 1725 AS — 2432I0 AS — 909315 At — 346720 A3 +4 8295 V? + 
Sy 43 3 3407 ) 
+ 29826’ + 10935 =O. 


. Questa equazione (12) possiede due radici positive delle quali 


Ww 


‘ 3 I saa ? ; 
una é situata fra o ed Zoe quindi non interessa, dovendosi avere 


aaa 146 wars 
he = 0.520--- Un calcolo sommario mostra che la seconda radice 
{I ; 


positiva cade fra 1.6 e€ 1.65. 
Ora si ha 


18 (33 A*— 9) (7A— 3) 


(13) Basa 56 *(39 A) 
3 een IIA (7OA + 42)+1IA 


(7OA + 42)?- 1212? 


Sie, 


AGS hae nl Vie een Gh oie)) yh—— 
TA—3 (70 A + 42)?-121 7 ‘ (7OA + 42)?+ 1212? 


2 18g 22-9 Ae 3) Re Oh ere g Co gamed ride 2) 


ahh EQ 


os reat (JOA + 42)-121 (7OA + 42)?-121 A? 
quindi 
I 18 (33 + 1.652 — 9) (7+ 1.65 — 3) 
Leary ie Ge eae 


i (33.°,1:65? — 9)? (245 + 1.657 “br 2.94 = 1-65 — 63) 
(JO+1,6. AA2)?" POT 82,56 


Si perviene cosi alla disuguaglianza 
G4) dy | < 1.375 


che € pil: vantaggiosa della precedente, e potrebbe essere ulteriormente per- 
fezionata con un calcolo pit approfondito. 


4. Cio posto, sia 
(15) See ACARRE oe ASK ees 
una serie univalente generale. Ponendo x = ??, si ha 
(M=PMQsr pant. 
fOattapp-. 
e si giunge alle relazioni note 
(16) A,=24a, , A, =a@+2a, , A,=2a,a,+ os 


2) 
A, = 2a, + a. a 2s On. 
Ne conseguono le disuguaglianze gia da me indicate 
(17) | A, |< 4.416, 


nonche 


(8) PA |< 6.0474 


Geodesia (Fotogrammetria). — /nfluenza degli errori di 
orventamento interno nella restituzione fotogrammetrica. Nota“ 
di L. Souatni, presentata dal Socio G. Cassinis. ; 


Poiche la determinazione dell’orientamento esterno delle camere viene 
eseguita in tutti 1 restitutori fotogrammetrici moderni per via ottico mec- 
canica, osservando le lastre nelle camere di proiezione oppure proiettandole 
sopra appositi schermetti, ¢ evidente l’importanza che gli errori di orienta- 
mento interno hanno sulla sistemazione delle camere e quindi sulla restitu- 
zione. A cid bisogna aggiungere |’influenza degli errori nella determinazione 
delle costanti della camera di presa. 

Allo scopo di esaminare compiutamente la natura e |’ammontare di 
questi errori, ho eseguito uma ricerca analitica generale, appoggiata in una 
prima parte alle formule risolutive del problema del semplice vertice di pira- 
mide e valevole quindi in modo particolare per i restitutori a doppia proie- 
zione, nei quali le camere vengono orientate, almeno in un primo tempo, 
ciascuna per proprio conto. Questa parte dello studio ha consentito di deter- 
minare gli errori in tutti gli elementi di orientamento esterno di ciascun 
proiettore, mentre nella seconda parte, con opportuno algoritmo, ho ricer- 
cato gli errori nelle coordinate del modello ottico. 

Riassumo qui brevemente i risultati ottenuti@. Osserviamo, come ¢ 
stato gia accennato, che Vorientamento interno delle camere di proiezione 
puo essere errato per due ragioni: per imprecisione nella determinazione 
della distanza principale e della posizione del punto principale della camera 
di presa, oppure nella imposizione di tali valori nel restitutore 6). 

Inoltre gli errori di orientamento interno devono essere considerati come 
sistematici, in quanto influenzano-almeno tutti i punti che si restituiscono 
da una intera coppia. Percio gli errori si ottengono differenziando sempli- 
cemente le rormule che danno le espressioni dei vari elementi considerati 
e non applicando i principi del metodo dei minimi quadrati. 

Anzitutto, ho ricercato la deformazione delle facce del triedro che ha 
per vertice il punto di presa ed 1 cui spigoli passano rispettivamente per 


(1) Pervenuta all Accademia il 20 agosto 1938. 

(2) Una esposizione dettagliata apparira prossimamente sulla « Rivista del Catasto e 
deimoon lle»): 

(3) Vedi G. Cassinis e L. Soraint, Lezioni tentte al 2° Corso di cultura in Fotogram- 
metria, Milano. 
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i tre punti del terreno di coordinate note, scelti di riferimento. Per una 
variazione $p della distanza principale si trova: 


aw Cte Wi A; I + BES 3c ON ” I 


essendo pw: uma faccia generica ed avendo JI; e A; le seguenti espressioni: 
Ty 3:0. pep 6) C—O na a) Bl ree 
A= (ia) + Oi +P 


dove con x;, yi sono indicate le coordinate di un punto immagine sulla lastra, 
riferite agli assi di questa e con Xo € yo le coordinate del punto principale. 
Per wariazion! oxge Ovordl Xo e Yo Si ba mavece, 


” eal eka Ore at Xity Xi—r 
: sag | (2 II; eee Rat) Be + 
Vi +1 + 5 eee Vi seas WiESs 7 ” 
+{ UH; — Nets F=) dy] 0 


Ammessa una variazione dy; nelle facce della piramide, dovuta ad uno 

qualunque degli errori considerati o anche a tutti insieme, si possono tro- 

vare gli errori nelle coordinate del vertice della piramide, cioe del punto 

di presa, degli angoli di direzione dell’asse della camera e dello sbandamento. 
Detti s; gli spigoli della piramide, si ha in generale: 


» 
Kare a, b, n, Su, —b, b; n. Su, — a, a, n; Sy; 
= 
a; a,a; + b, bb; 
NY \ » 
A aoties a, a, n, Su, + a; b, n, du. — b, b. n; Su; 
A, asi; + b, bz b, 
NS » y 
Sess: b, bs n, Su, — a; a; nN, Su, + a, b. n; Sp, 
soi 


ay A, az + ibe ls b, 
con 
An Sig = Sy COS ae Sy hia ee sear COs tee 


Hi == Sex 5 Seog SETS ANC aT cs 


Tali espressioni possono essere notevolmente semplificate facendo _ partico- 
lari ipotesi sulla natura del triangolo dei punti immagine, ipotesi in genere 
abbastanza prossime alla realta. 

Le coordinate X,Y ,Z del vertice subiscono gli incrementi: 


sees YS (ee oe) 8s; : Sans Ds; Cee —X;,,) OS; 
2S ; Pike : 


Si Os: —— (X —— ) ox = CY = Y;) SY 
7 ? 


dX 


Oli 


ee pe Le ee - ee I 
essendo X; ecc. le coordinate dei punti base ed S area del triangolo for- 


mato da questi. 
Gli angoli di direzione &,7,€ dell’asse sono errati di: 


DAG (Yea es Net) oy Ay Xp ae) 

sé a a 1 I ” P = L g I i+. ”, 

: 25 sen & e eet! 2S seni 7} Ae 

st = = (cos 3X + cos ySZ + cos (SZ — (X — Xi) sen Earcr 66 — 
B=(¥ —¥;) sen arc 1 Oy iy) 

con : 


Ain= cos 9; 85; — 5; sen : Sp: arc 1”, 


essendo 9: l’angolo formato dall’asse con lo spigolo s; della piramide. 89; si 
calcola in modo, assai semplice. 
Poiché lo sbandamento 7 é dato da@) += 2A: — wi, si ha: 


dt = 9A; — 8035 


a’: € Pangolo che la congiungente i] punto immagine M; col punto princi- 
pale della lastra forma con la direzione della retta di massima pendenza e o; 
l’angolo che la stessa congiungente fa con Passe x del fotogramma. Si trova: 


Sa; = te Ai[—ctg Yi tg Ectg 9:98: + ctg (1 — ctg %;cte bi) 8¢i — ctg 9: 89: + 
+ ctg Stg Ecty i dE + ctg dctg C ctg Yi dst] 

con % orientamento dell’asse e dove & ecc. hanno gli stessi significati di 

é ecc., riferiti perd allo spigolo s:. Inoltre: 


80; = aa (sen @, 5X9 — cos wi: SYo) [73 = (4: — 0)? + Oi — Yo)?]. 


t 


Sé; e 8; sono dati dalle formule: 


As Paes eee ee 
BEI SNe re 5 ay ee fe 
: Seen SAY, Vay, 

OG = cig (Fe : 


L 


Cosi si possono trovare le espressioni di tutti gli errori negli elementi di 
orientamento esterno. Le formule scritte non valgono nel caso di fotogramm1 
nadirali, per i quali occorre trovare espressioni particolari per cui rimando 


alla Memoria citata. 


(1) Ved. le Leziont sopra citate. 


RENDICONTI. 1938, Vol. XXVIII. ra 


Per determinare gli errori nella restituzione, ho anzitutto cercato le 
coordinate di un punto del modello ottico a partire dalle immagini sulle due 
lastre a) e b), trovando: 


5 Ma Ms Nu r No 7 
or Me Ny aM [Y. SEY Re EF i) 
Na Nz 2 

Vee Vs Mi, (Za — Z) = Ys hae (Z; —Z) 

> ; if a rs ky, P; FW + 

xX = Ba — 5p Ce ac Z) = Ai — T- (Zs — 1) te 
con 
M= cos v + sen v(m sen t — 1 cos 7) 
N = —sen%senv-+ cos 9(mcost + sen 7) + sen cos v (m sent — 1 C0S7) 
P = —cossenv—sen%(mcost + nsent) + cos 9 cos v(msent—ncos7), 
essendo:, vy ==880° —¢ ed m= jou FT ee Prat . 

Se ne deduce: 
I Na Mz Np Ma = ; % 

We a | o> (2a — 2) 3Me — Se" (Zs — D) BM — 


2 Mi (2ye=7)\ SNE) Mi (2a 7) ONG ae Ma 
= Mi) 87) 2 Ma a2, 


SNa 
Ma 


Sie, a(- ee BM }— Ne (57 RNY 


M? Ma 


r a dP 1p), Pe #s Fe 
ae (tu — 1 | Hae eM.) ie (82a — 82) + 8%a, 


con: 
5M = [cos v (m sen t— 1 cos t)—sen v] dv + sen v(m cos t + n sen t) 8¢ + 
+ sen v (sen + dm — cos t dn); 


SN = [— cos dsen v — send (m cos t + nm sen 7) + cos 9 cos v (m sen 7 — 


e 


— cos t)] 83 — sen [cos v + sen v (m sen t—n cos 7) | dv + 
+ [cos 3(— m sen 7 + ncos t) + sen cos v(m cost + sent) ] d¢+ 


+ (cos cost -+ sen cos vsen 7) dm + (cos } sen t— sen $cos v cos 7) dn; 


COS Lier 
dP = [sen 3 sen vy — cos 9 (i cos t + n sen 7) — sen $ cos v(m sen t — 
— 1 cos 7) ] 89 — cos [cos v + sen v (mm sent — n cos 7) ] dv-+ 
a [sen 9 (1 sen t — 2 cos t) + cos S cos v(m cost + n sen t) | dt — 


— (sen 9 cos t— cos 3 cos vsen t) Sm — (sen Fsen zt + cos 9cos vcost) 5n; 


» 
SYo tas apa ieee Doig n 


Pee a ee oe peep 


wu = — 


In particolare, per fotografie nadirali con v= 0°, = 90° e t = 180°, al 
posto di m,n ecc., si possono introdurre gli elementi di presa e cioé l’al- 
tezza H di volo e la lunghezza b della base. Si hanno le formule seguenti, 
abbastanza semplici e molto espressive: 


ene y? (h—Yy 
a x (3a. 2892) 4 (1 oe Jo» —(H Hanae Jom 
Spay Tabs el ae Ey ag tug eet 
H H 
ry > ne N > mc > N 
oY = XxX bq -e (1 -$ +) OVa Sa xX OTa — H oa a cig 5H - On 
r > x NS > > X N ad 
Oe == —-Y 007 A Ova + Y 30a — H Sita + ae 6H + dXa. 


Esse possono servire a trovare la deformazione del modello ottico, indi- 
pendentemente dalla causa che la produce. 

In particolare risulta, come ¢ da molto noto, l’influenza del rapporto 
di base = sugli errori di quota e l’effetto compensatore degli errori di 
orientamento esterno causati da quelli di orientamento interno su questi 
ultimi, espressi esplicitamente da dm e 5. Per fotogrammi esattamente 
nadirali gli errori residui del modello ottico sono assai limitati, tuttavia la 
compensazione non puo avvenire in modo altrettanto completo in generale, 
per cui € necessario ottenere la coincidenza dell’orientamento interno delle 
camere di proiezione con quello delle camere di presa, con errori non supe- 
riori a 0.05 mm, sia per distanza principale, sia per il punto principale. 
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Chimica (Chimica biologica). — Alcuni p—aminobenzensot- 
fonil-a—aminoacidi e loro derivati. Nota® di F. P. Mazza 
e C. MicriarpI, presentata dal Socio A. HERLITZKa. 


La chemioterapia si ¢ rivolta prevalentemente, sino a pochi anni or sono, alla cura 
delle infezioni protozoarie, giacché i protozoi si dimostrano di solito assai pil sensibili 
agli agenti chimici che non i batteri. Ma l’introduzione in terapia della p-aminobenzensolfo- 
namide e dei suoi derivati Prontosil base e Prontosil SG), che si sono rivelati attivissimi 
in vivo contro gli streptococchi ed altri cocchi patogeni, mentre in vitro si manifestano 
inefficaci a combatterli, ha messo in luce la possibilita di servirsi di uma chemioterapia 
anche per le affezioni batteriche. 
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E chiaro che questi ritrovati abbiano provocato una valanga di ricerche chimiche, 
farmacologiche e cliniche sui derivati solfonamidici aromatici, ricerche che non @ qui il 
caso di ricordare. Diremo solo che le varie teorie proposte per spiegare il meccanismo di 
azione delle solfonamidi im vivo, mentre un’azione diretta @ esclusa dall’inattivita in vitro, 
ci sembrano ancora troppo poco confortate da fatti sperimentali, per poter servire di base 
ad una discussione. Noi, tuttavia, crediamo che la spiegazione pil logica dei fatti, in par- 
ticolar modo della specificita dell’azione delle solfonamidi, sia l’ammissione che esse subi- 
scano nell’organismo mutamenti chimici, o colloidochimici, tali da poter legarsi ai grupp 
aptenici tipici dei microorganismi. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica biologica della R. Universita di Torino. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 4 luglio 1938. 

(3) Domack, « Deut. Med. Wochschr.», 61, 1935, p. 250; TREFOUEL, TREFOUEL, 
Nirri, Borer, «C. R. Soc. Biol.», 120, 1936, p. 756; Burrte, Gray e STEPHENSON, 
«Lancet», 1, 1937, p. 194; Lonc e Briss, «J. Am. Med. Assoc.», 108, 1937, p. 32; 
RosENTHAL, Bauer e BRANHAM, « Public Health Reports», 52, 1937, p. 662; Hor.EIN, 
« Mediniz. u. Chemie», III, 1936. 

(4) Domack, «Klin. Wochenschr, », IZ, 1937, p. 1412; LEvapiTI e VAISMAN, « Presse 
Méd.», 43, 1935, p. 2097; Unsuetm, « Arch. f. Kinderheilk. », 109, 1936, p. 65 ; SOEHRING, 
GBiochs ZO 205.6193 ose pR DOs: 


Leffetto chemioterapeutico sui cocchi, in ogni modo, é legato certamente al gruppo 
sulfonamidico, perché si perde o diminuisce negli acidi sulfonici corrispondenti (), ma per- 
siste nei derivati sostituiti del gruppo amidico con alchili od acili (dietilamide, anilide) @), 
mentre inattivi sono la p-aminobenzensolfonil—piperide e cicloesilamide. La  sostituzione 
nel gruppo aminico della p-aminobenzensolfonamide, mentre influenza la tossicita dei de- 
rivati, non pare faccia perdere l’attivita chemioterapica. In quanto ai derivati azoici, quali 
il prontosil base e quello S, sembra agiscano, giacché nell’organismo sono scissi, metten- 
dosi in liberta la p-aminobenzensolfonamide. Una sinossi dei dati relativi all’attivita e alla 
tossicita di una serie di derivati solfonamidici pud trovarsi in una recente comunicazione 
di Gray, Buttle e Stephenson (3), alla quale rimandiamo. 


Questi composti, tuttavia, hanno o carattere acido o basico; nessuno 
di essi é un anfolita, né in alcuno di essi i costituenti nel gruppo amidico 
hanno polarita propria. Ci € sembrato, pertanto, interessante studiare le 
proprieta farmacologiche e chemioterapiche dei p- aminobenzensolfonilderivati 
di alcuni aminoacidi, i quali possono considerarsi derivati di sostituzione 
delle solfonamidi con un radicale fortemente elettronegativo 
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e sono anfoliti tipici. Il loro comportamento, quindi, puo portare un con- 
tributo all’interpretazione del meccanismo d’azione di questi derivati, e 
@altra parte € possibile che alcuni di essi possano presentare importanza 
pratica. Era, inoltre, presumibile che questi derivati fossero assai piti solu- 
bili in acqua, della p-aminobenzensolfonamide. Abbiamo, percio, preparato 
i p-aminobenzensolfonilderivati della glicina , della 1(+)-alanina e della 
| (—)-tirosina, idrolizzando per breve ebollizione con HCl dil. i p-acetila- 
minobenzensolfonilderivati, ottenuti per azione del cloruro di p—acetilamino- 
benzensolfonile su gli aminoacidi in soluzione alcalina, I p-aminobenzen- 
solfonilaminoacidi sono sostanze assai stabili e resistenti all’idrolisi con acidi 
diluiti: conforme alla nostra previsione, il derivato della glicina ¢ medio- 
cremente solubile in acqua, quello dell’alanina solubilissimo; meno solubile 
& quello della tirosina; le soluzioni acquose presentano reazione neutra. 


(1) Fuirer, «Lancet», 1, 1937, p- 194. 

(2) Trerouil,.Trerovit, Nrrri e Borer, « Ann. Inst. Pasteur», s8, 1937, p- 30. 

(3) Gray, BUTTLE € STEPHENSON, « Bioch. J.», 1937. 

(4) Quando i risultati di quest’indagine erano gia stati inviati al Congresso Inter- 
nazionale di Chimica a Roma, ci @ pervenuto il fascicolo di aprile 1938 del « J. Am. 
Chem. Soc.», dove € una Nota di Kottorr, che descrive la preparazione del derivato 
p-aminobenzensolfonilico della glicina. 
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Per azione di HCl conc. a 150° in tubo chiuso, o per prolungata 
ebollizione (4-5 ore) con H,SO, al 50°/., sono idrolizzati in acido solfa- 
nilico ed aminoacidi. 

Ci riserviamo di studiarne il comportamento ionolitico, per riconoscere 
se esistono prevalentemente sotto forma di anfioni come gli aminoacidi 
alifatici, oppure di molecole indissociate, come quelli aromatici. 
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p-aminobenzensolfoniltirosina 


La p-aminobenzensolfoniltirosina, copulata in soluzione alcalina con il dia- 
zoico dell’acido p—aminofenilarsinico, ha. dato l’acido p—aminobenzensol- 
foniltirosin—4-azo-p-fenilarsinico 
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sostanza colorata in rosso intenso, il cui sale sodico é solubile, e la cui 
costituzione lascia prevedere possa svolgere una azione sia sui protozoi che 
sui batter. 

Abbiamo, poi, preparato i composti di copulazione dei diazoici dei 
p-aminobenzensolfonilderivati con la m-—fenilendiamina e con l’acido Vela 
cui azione chemioterapica sui tripanosomi é nota. Questi composti azoici, 
per la loro complessita, potrebbero esercitare azioni colloidochimiche piu 
spiccate che non le semplici solfonamidi. 
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azoici con la m-fenilendiamina azoici con lacido y. 


Sono sostanze intensamente colorate: gli azoici con la m-fenilendiamina 
sono poco solubili, mentre solubili sono i loro sali; solubilissimi, invece, 
sono 1 derivati dell’acido y. 

I risultati delle ricerche farmacologiche e chemioterapiche saranno pub- 
blicati tra breve. 


PARTE SPERIMENTALE. 


Il cloruro di p-acetilaminobenzensolfonile @ stato preparato per azione di SOjHCl 
su acetanilide, secondo le indicazioni di Stewart(:). Gli aminoacidi erano preparati di 
Kahlbaum. Gli acetilaminobenzensolfonilaminoacidi si preparavano trattando una soluzione 
di 0.2 mol di aminoacido in 100 cc. di NaOH 2n con una soluzione di 0.2 mol di aci- 
cloruro nella minima quantita di etere etilico. Si agitava in agitatore a carrello sino a 
totale reazione (1 h circa), si separava lo strato acquoso e si acidificava con HC] al rosso 
congo. Dopo qualche tempo si separava una massa di cristalli dell’acetilaminobenzensolfo- 
nilderivato, che si raccoglieva alla pompa. Rendimento pressoché quantitativo. 


p-acetilaminobenzensolfonilglicina. - Cristallizza dall’acqua in lamelle incolori brillanti, 
fondenti a 235°, facilmente solubili in acqua calda, poco a freddo, solubili in alcool. Ace- 
tile °/, 15.52 (secondo Kuhn e Roth); calc. per CroHy2O5NaS: 15.80 °/o- 


p-acetilaminosolfonilalanina. — Cristallizza dall’acqua in tavolette di un bianco lieve- 
mente giallastro, fondenti a 208°, poco solubili in acqua, facilmente in alcool. Acetile 
Of, 15.10; calc. per CyzHy4,OsN2S: 15.03 °/o. 


p-acetilaminosulfoniltirosina,- Cristallizza dall’alcool acquoso in aghetti microscopici, 
fondenti, se scaldati lentamente a 216°-217°; a 221°-222°, se scaldati rapidamente. E po- 
chissimo solubile in acqua fredda, meglio a caldo, facilmente in alcool acquoso. Acetile 
°/, 11.403 calc. per CyHigO6N2S: 11.37 Yo. 

Gli acetilderivati sono stati idrolizzati facendoli bollire e ricadere per 40 min. con 
2 p. di HCl 5 n. Con i p-aminobenzensolfonilderivati della glicina ¢ dell’alanina, si sepa- 
ravano lentamente a freddo i cloridrati cristallini, che si raccoglievano alla pompa, si 
trattavano con la quantita teorica di NaOH 2 n. Il derivato della glicina si separa allo 
stato cristallino, quello dell’alanina é tanto solubile da non precipitare. Si é isolato eva- 
porando il liquido a b.m. e riprendendo il residuo con acetone acquoso bollente. Il soluto 
acetonico, filtrato dal NaCl, evaporato nel vuoto su H,SO,, ha lasciato separare cristallina 
la p-aminobenzensolfonilalanina. 

Il derivato della tirosina non si sepata come cloridrato: si tratta la soluzione con 
un eccesso di acetato sodico, e precipita cosi la p-aminobenzensolfoniltirosina. I rendimenti 


dell’idrolisi sono quantitativi. 


(1) Stewart, «J. Chem. Soc.», 121, 1922, p. 2558. 
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p-aminobenzensolfonilglicina. - Cristallizza dall’H,O in aghi incolori riuniti a druse, 
fondenti a 150°, facilmente solubili in H,O e in alcool. Le microanalisi hanno dato: 
CF 41.50; HF 4.50; N %o 12.30; S%o 13.70. Calc. per CgHyoOQ4,N2S: C 41.73 ae 
HL CAL3 49) FCT 200 gs 13.01 9/5: 


p-aminobenzensolfonilalanina. - Cristallizza dall’acetone acquoso in aghi incolori, fon- 
denti a 107° 108° solubilissimi in acqua, meno in alcool assoluto. C °/o 44.10; H °%/o 4.90; 
N J 11.423 So 11.20. Calc. per CoH:20,N2S: C 44.19%; H 4180 S/o IND 1.3 On!) oe 
Sols GO or 


p-aminobenzensolfoniltirosina. - Cristallizza dall’alcool acquoso in aghi raggiati inco- 
lori, che ingialliscono a 190°, si rattrappiscono a 215° e fondono a 230°, decomponendosi. 
Poco solubile in acqua, meglio in alcool. C/o 53.30; H/o 4.80; N Jo 8.355; S %o 9.60. 
Calc. per CysHigO5N2S: C 53-55 Yo; H 4.64 Jo; N 8.20 %o; S 9.52 %o- 


Acido p-aminobenzensolfoniltirosin-4-azo-p-fenilarsinico. - 0.1 mol di p-aminobenzen- 
solfoniltirosina si sono disciolti in un lieve eccesso di NaOH 0.5 n ed il liquido si ¢ trat- 
tato a poco a poco con la soluzione di 0.1 mol. di acido p-aminofenilarsinico nella minima 
quantita di HCl 2 n diazotata con NaNO,, avendo cura che la miscela conservasse debole 
reazione alcalina, che si manteneva aggiungendo di tanto in tanto NaOH 2 n. 

Il liquido rosso sangue si é lasciato a st per qualche tempo, poi si ¢€ cautamente 
acidificato. Si € separato cosi una sostanza giallo bruna, assai poco solubile in acqua, che 
cristallizza dall’alcool acquoso in microcristalletti ad habitns steroidale, che non fondono 
sino ai 300°. Il composto ha dato all’analisi: N °/,. 10.05; As °/o 13.20. Calc. per 
CorHoOgN,SAs: N 9.92 %/o; As 13.29 °/o. Esso & poco solubile in acqua e poco in alcool; 
solubile negli alcali con bella colorazione porporina, poco solubile negli acidi minerali. 


Compostt azoici di copulazione con la m—fenilendiamina. — Si sono preparati trattando 
una soluzione di 0.1 mol di p—aminobenzensolfonilaminoacido in HCl 2 n con la quantita 
necessaria di NaNOz, raffreddando con ghiaccio. La soluzione diazotata veniva versata 
lentamente in una soluzione di 0.1 mol di m-fenilendiamina nella minima quantita di 
HCl 2 n. Il liquido si @ colorato in rosso, poi, ad un certo punto, incominciava la pre- 
cipitazione di una sostanza rossa, che si completava, a reazione terminata, per aggiunta 
di acetato sodico. 


1- 3-diamino-4-azobenxensolfonilglicin—benzene. — Si separa da alcool al 70°/, in pic- 
colissimi cristalli, ad habitus prismatico, di un rosso vivo splendente, fondenti a 118°-119°, 
decomponendosi. E poco solubile in acqua fredda, meglio a caldo, facilmente in alcool, 
insolubile in etere. Il cloridrato é poco solubile a freddo, e da soluzioni rosso-arancione. 
In alcali si scioglie con colorazione rosso-bruna. All’analisi ha dato: C °/, 48.00; H °/ 4.403 
N °%o 20.17. Calc. per Cy4HysO,N5S: C 48.13 %/o; H 4.25 Jo; N 20.05 Jo. 


1-3—diamino-4—-azobenzensolfonilalanin—benzene. — Si separa da alcool a 95 °/, in cri- 
stalletti finissimi prismatici, scarlatti, che a 107° si rattrappiscono e a 114° fondono 
decomponendosi. E solubile facilmente in acqua, meno in alcool, insolubile in etere. Si 
scioglie facilmente negli acidi minerali e negli alcali con colorazione rosso scura. C °/o 49.40; 


H °%o 4.80; N °/o 19.35. Cale. per CrsH1,04NsS: C Jo 49.60; H °/o 4.68; N %/o 19.28. 


1-3—diamino-4-azobenzensolfoniltirosin—benzene. — Si separa dall’H2O in fiocchi di color 
rosso chiaro, poco solubili in acqua fredda, facilmente in alcool, insolubili in etere. Fonde 
a 158°-160° decomponendosi. Facilmente solubile in acidi e alcali. C °/o 55.25; H °/, Magis 
N % 15.50. Calc. per CorHarOsNsS: C Yo 55.38; H Yo 4.61; N Yo 15.38. 


Composit azoict di copulazione con l’acido y. - Una soluzione di 0.1 mol di p-amino- 
benzensolfonilaminoacido in HCl 2 n diazotata con la quantita teorica di NaNOz, si ver- 


sava lentamente in una soluzione di o.t mol di acido y in un eccesso di NaOH 2 n, 
avendo cura di mantenere lievemente alcalina la reazione mediante aggiunta di NaOH 2 n. 
La soluzione assumeva una bella colorazione rosso vinosa e per acidificazione con HCl 
lasciava deporre i composti. 


Acido 2-amino-8-naftol-7-azobenzensol fonilglicin-6-solfonico. - Si purifica per ripetute 
soluzioni in NaHCO, al 5 °/, e riprecipitazione con HCl. E una polvere cristallina rosso 
bruna, che non fonde sino a 300°, si scioglie facilmente in acqua e in alcool, ed é inso- 
lubile in etere. Negli alcali si scioglie con bella colorazione porporina. C °/o 44.90; H °/o 3.50; 
N 6 11.75. Cale. per CigHigOgN,S2: C Jo 45.00; H fo 3.35; N °/o,11.66. 


Acido 2-amino-S-naftol-7—azobenzensolfonilalanin—6-solfonico. — Cristallizza da una 
miscela di acetone ed etere acetico in polvere cristallina leggera rosso sangue, che non 
fonde sino a 300°. E solubile in acqua calda, meno a freddo e in alcool. Negli alcali si 
scioglie con colorazione violacea. C °/o 46.00; H °/o 3.70; N °%/o 11.50. Calcolato per 
CroHrgOgN,S2: C 46.15 °/o; H 3.64 Jo; N 11.33 Yo. 

Acido 2-amino-8-naftol—7 -azobenzensolfoniltirosin-6-solfonico. — Cristallizza da alcool 
al 95 °/o sotto forma di una polvere microcristallina pesante, rosso oscura, che non fonde 
sino ai 300°. Da, con NaOH, soluzioni rosso-violette, ed ¢ insolubile in alcool assoluto, solu- 
bile a caldo in alcool a 95 Jo. Negli alcali si scioglie con una bella colorazione violetta. 
C Jo 51.10; H Fo 3.90; N %o 9.70. Calc. per CosH2209NyS2: C 51.19 %/o; H 3.75 %Yo; 
N 9.56 %7o. 


Botanica (Batteriologia). — Ricerche suc microrganismt aci- 
dificants det foraggi insilati. Nota diC. ARNAUDI, presentata 
dal Socio A. MENozz1. 


E noto da tempo, per le ricerche di molti studiosi e specialmente di 
C. Gorini), che ammassando piante verdi si possono determinare in esse 
diverse trasformazioni, a seconda del grado di umidita e di aerazione della 
massa del foraggio. In altre parole, la conservazione quantitativa e qualitativa 
dei principii nutritivi contenuti nei vegetali € in relazione con la natura e 
Pintensiti delle fermentazioni microbiche od enzimatiche e si possono 
svolgere nel foraggio insilato. 

Quando l’ammassamento & fatto in modo da permettere lo svolgimento 
di intensi fenomeni respiratorii nei tessuti, la temperatura puo giungere a 
65-70° C.'ed anche pit, determinando — qualora rimanga pressoche costante 
per qualche giorno — una fortissima eliminazione dei microrganismi presenti. 
La conservazione qualitativa € da attribuirsi in tale evenienza, all’azione 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Microbiologia agraria e tecnica della R. Universita 
di Milano e nella Stazione sperimentale di Batteriologia agraria di Crema. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 1° settembre 1938. 

(3) C. Gorint, Ueber die Mikroflora des italienischen Silofutters (Milchséiure-Ensilage). 
«Milchwirtschaftliche Forschungen», 1929. Questo lavoro riporta tutte le indicazioni 
bibliografiche dell’A. dal 1904 in poi. 


termica; essa ¢ perO conseguita a spese del materiale conservato, che subira 
perdite assommanti al 20-30°/, ed anche piu. 

Se i fenomeni respiratorii sono limitati da una opportuna compressione, 
la temperatura non raggiungera i 65-70° C. ed oscillera invece entro limiti 
nei quali si trovano le condizioni ambientali che favoriscono una fermenta- 
zione prevalentemente lattica o prevalentemente butirrica, il che € quanto 
dire una buona od una cattiva conservazione del foraggio. 

La fermentazione prevalentemente butirrica conferisce infatti al foraggio 
delle proprieta che sono nocive alla salute del bestiame e determina la 
comparsa nel latte, di una microflora butirrica contraria alla sua serbevolezza 
ed alle normali fermentazioni casearie. 

Indubbiamente, una parte degli acidi organici fissi e volatili comparenti 
nella fermentazione dei foraggi insilati, ¢ di provenienza enzimatica, ma ¢ 
da ritenersi che la maggior parte di essi sia dovuta alle fermentazioni 
microbiche. I] Curin®, operando su vegetali sterili, in confronto con altri 
normali, ha visto che soltanto il 15.5 °/. dell’acidita formatasi durante la 
conservazione, era di provenienza non microbica. L’opinione prevalente fra 
eli AA. che si sono occupati dell’argomento, considera la buona conserva- 
zione dei foragei come dipendente dal prevalere della fermentazione lattica 
Operata sui materiali fermentescibili dei vegetali, dai comuni fermentt lattici 
(B. Bulgaricum, B. casei, lattobacilli, micrococchi) e dai fermenti acidopro- 
teolitici, dagli agenti cioé della acidificazione naturale del latte e dei Jatticini. 
Di conseguenza, il controllo batteriologico dei foraggi insilati si ¢ essen- 
zialmente orientato verso la ricerca e la valutazione quantitativa diretta od 
indiretta dei suddetti microrganismi, impiegandosi come terreni culturali il 
latte stesso oppure liquidi contenenti del lattosio. Altra conseguenza della 
funzione acidificatrice attribuita ai fermenti lattici nei foraggi insilati, @ la 
serie di tentativi escogitati da molti studiosi, onde arricchire i foragei da 
conservare di culture pure di fermenti lattici. Questi tentativi sortirono perd 
sempre dei risultati incerti o negativi, quali ad esempio, quelli avuti recen- 
temente dal Piraux ©). 

Appare strano che non siano state sufficientemente considerate fino ad 
ora, nello studio di questo problema, le proprieta fisiologiche dei comuni 
fermenti lattici, in confronto con la composizione chimica dei foragei insilati 
e particolarmente delle leguminose. Valga losservazione circa le capacitd 
fermentative del pit: tipico fra i fermenti lattici: il B. Bulgaricum, che 
fermenta in modo lieve ed incostante, con comportamento diverso da ceppo 
a ceppo, il saccarosio ed il maltosio, mentre attacca vigorosamente e rapi- 
damente il lattosio, il quale zucchero perd non & contenuto nei comuni 


(1) Boh. Curin, O puvodu Kyseling mlécné v silézi. «Sbornic Vyzkumnych ustavu 
Zemedelskych C.S.R.», 1932. 

(2) E. Prraux, F. Joassin, R. Cappens, L’ensilage des fourrages verts en’ Belgique. 
« Bull. de P'Inst. agronomique et des Stations de recherche de Gembloux », to. V, n. 2, 1936. 


vegetali che si conservano infossati. Da quanto & sopra detto e da quanto 
esporro brevemente, pare legittimo concludere che i comuni fermenti lattici 
non sono 1 principali agenti della acidificaxione naturale dei foraggi insilati. 

Recentemente Allen, Watson e Fergusson“, hanno osservato: che eli 
streptococchi lattici hanno una trascurabile influenza sulla produzione di 
acido lattico nei foraggi insilati. Ad analoghe conclusioni sono giunti Van 
Beynum e Pette®, i quali, al pari degli AA. surricordati, ritengono che lo 
Sireptobacterium plantarum costituisca la specie acidificante tipica dei foraggi 
insilati. 

Iniziando nel 1936 degli studii in questo campo, il Politi G) eseguiva, 
su mie indicazioni, alla Stazione Sperimentale di Batteriologia Agraria di 
Crema, una serie di ricerche batteriologiche e chimiche. Egli poteva osser- 
vare come la microflora acidificante dei foraggi insilati, a grado di umidita 
e con metodi diversi, sia costituita in maniera quasi assoluta — specialmente 
per quelli a maggior grado di umidita — da bacteri non sporigeni, lunghi 
v=. I-2.5; grampositivi, non fondenti la gelatina, formanti colonie puntiformi. 
Essi sono capaci di utilizzare: glucosio, saccarosio, levulosio, maltosio, ma 
risultano quasi completamente inattivi sopra il lattosio, non coagulano il 
latte o soltanto dopo 20 giornie pil. Carattere particolarmente importante: 
questi microrganismi fermentano attivamente lo xilosio e Varabinosio. Il loro 
ottimo di temperatura oscilla fra 30 e 37°C. 

Altri 26 campioni di foragei insilati con buon esito, esaminati nel- 
Istituto di Microbiologia agraria e tecnica della R. Universita di Milano, 
hanno mostrato di possedere una microflora costituita in prevalenza assoluta 
dagli acidificanti in parola e se ne poterono conteggiare da 5.000.000 a 
30.000.000 per grammo di foraggio insilato. 

Lo studio comparativo dei vari ceppi di acidificanti isolati, studio che 
é tuttora in corso, permette di differenziare per i caratteri morfologici e 
biochimici, tre o quattro tipi fondamentali, caratterizzati pero tutti da una 
attivita lieve o nulla sopra il lattosio e da una capacita fermentativa dello 
xilosio e dell’arabinosio, pit o meno energica. Alcuni stipiti mostrano ca- 
ratteri culturali e biochimici assai simili a quelli presentati dal Lactobacillus 
pentoaceticus di Fred, Peterson e Davenfort “, microbo che il Virtanen 6) ha 


(1) L. A. ALLEN, S. J. Watson, W. S. Fercusson, The effect of the addition of various 
materials and bacterial cultures to grass silage at the time of making on the subsequent bacterial 
and chemical changes. « Journ. of Agricultural science», 27, II, 1937, p. 294. 

(2) J. Van Beynum, J. W. Perre, Bacteriologische onderzoekingen over ensileering met 
Toovolging van zure wei ondermelk of suiker. « Rijkslandbouwprofestation k Hoorn », 1936. 

(3) I. Poxrti, Ricerche sopra i foraggi insilati. Note I, I, If. « Annali della Sperimen- 
tazione agraria», vol. XXIX, 1938. 

(4) E. B. Frep, W. H. Pererson, A. Davenrort, Acid fermentation of xilose. « Journ. 
of biological Chemistry », 1919. 

(5) A. J. Virranen; The microbiology of ensilage production. « Atti IL Congresso 
internazionale di Microbiologia», Londra 1936. 
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segnalato anche nei foraggi insilati con l’aggiunta di acidi minerali. Non 
tutti gli stipiti isolati possono venire perO identificati con questo micror- 
ganismo; probabilmente si tratta di specie diverse ma molto prossime come 
proprieta generali e caratterizzate tutte dall’ importante comportamento sopra 
i pentosi e dalla inattivita sopra il lattosio. Questo gruppo di microbi che, 
per differenziarlo dai comuni fermenti lattici tipici del latte inacidito, ho 
altrove () denominato: fermenti lattici dei vegetali, ed al quale molto pro- 
babilmente va aggiunto anche qualche micrococco, & da considerare il 
costituente principale della normale microflora acidificante dei foraggi insi- 
lati verdi. Esso ¢ molto diffuso sui vegetali da foraggio: con apposite 
esperienze, si ¢ accertata la presenza di questi acidificanti sopra piante 
foraggere diverse, prelevate sterilmente pianta per pianta (in certi casi anzi, 
vennero prelevate soltanto alcune foglie), ed esaminate immediatamente. 
In tutti i campioni analizzati (37 di leguminose e 14 di graminacee), sono 
statl riscontrati in quantita pil o meno abbondante: 1.200-23.000 per 
grammo di pianta verde. 

Il potere acidificante di questi microbi ¢ molto elevato: essi abbassano 
il pH dei liquidi nutritivi fino a 3.4-3.2, mentre il pH ottimo per I’ inizio 
della loro attivita ¢ di 5.5. L’acidita prodotta &€ dovuta ad acido lattico ed 
acetico, che nei ceppi simili al L. pentoaceticus, si trovano in quantita 
pressoché eguali, mentre negli altri ceppi si riscontrano in quantita varia- 
bile, ma sempre con prevalenza per l’acido lattico. 

I liquidi nutritivi pit favorevoli per i microrganismi di tutto il gruppo, 
sono i succhi vegetali ottenuti per spremitura e gli infusi d’erba. 

Un mezzo nutritivo di facile preparazione, che presenta una forte 
elettivita per questi microbi, é il seguente: 


Nitrate ammonico. . <<. . i, pe 
ollato-ammonicomn ns) 7 Derry: 
Fosfato monopotassico . . . 5) 
Solfato di magnesio . . .. 0.5 » 
RILOSIO NR ERAN, oink ce eee TO) > 
RCBtONG aS wes Ona ee ee eee es 
Acqua‘ potabile.-—y: = 2), sc st OoOmmcme: 


Si porta il pH a circa 6-3 si sterilizza a 1/2 atm. per 20’. Si pud 
agarizzare e serve bene per la ricerca ed il conteggio degli acidificanti dei 
vegetali. Ho potuto osservare che essi crescono perd anche in un mezzo 
nutritivo costituito di segatura di legno (pioppo) o di tutoli di mais -sbri- 


(1) C. Arnaupt, Lexioni di Microbiologia agraria e tecnica. G. U.F., Milano, 1938. 
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ciolati finemente, aggiunti in misura del 5-10 °/, in luogo dello xilosio alla 
stessa soluzione minerale sopraricordata. In esso si moltiplicano bene tutti 
1 ceppi provati, i quali abbassano il pH portato a 6- prima della semina, 
in misura variabile: da 4.42 a 3.90 dopo 5 giorni, in termostato a 
202°C; 

Sulla base di questi risultati, ho voluto provare il comportamento dei 
ceppi in istudio sopra lo xilano. Ho preparato questo pentosano seguendo 
il metodo indicato da Menozzi e Pratolongo nel loro trattato “, estraendolo 
da tutoli di mais polverizzati. Lo xilano greggio cosi ottenuto é stato 
sospeso all’r °/, in una soluzione acquosa di fosfato monopotassico al 1.5 °/6 
e solfato ammonico all’1 °/,., solfato di magnesio al 0.5 °/oo; nitrato am- 
monico all’r °/,.; pH portato a 6-. Il tutto & stato sterilizzato in provette 
per 20/4 1/2 atmostera. 

Controllato sul liquido di Fehling, che il trattamento di sterilizzazione 
non aveva determinato comparsa di zuccheri riduttori, ho insemenzato tre 
ceppi degli acidificanti (indicati provvisoriamente con le Jettere M,F, T), 
ed ho portato il tutto in termostato a 30°C., unitamente ad una provetta 
di controllo, contenente il liquido nutritivo sterile. 

Dopo 4 giorni di termostato si ¢ notato un lieve intorbitamento nelle 
provette e si € constatato un abbassamento del pH e precisamente: ceppo M 
piii=4.6; ceppo I pH'= 4:9; ceppo.F pH = 5.4;) controllo pHi=6. 
Il liquido culturale del ceppo T, dopo precipitazione con alcool assoluto 
del residuo di xilano, filtrazione susseguente ed evaporazione dell’alcool, ha 
dato una lieve riduzione del liquido di Fehling. Il liquido culturale del 
ceppo M, ha dato una riduzione pil lieve; quello del ceppo F, nessuna 
riduzione. Il liquido di controllo, trattato allo stesso modo, non ha pre- 
sentata alcuna modificazione. 

I tre ceppi: M,F,T sono stati coltivati allora in grandi piastre con 
agar allinfuso d’erba e dopo 5 giorni di permanenza in termostato, si sono 
raccolti i microrganismi con soluzione fisiologica. La sospensione microbica 
ottenuta é stata sottoposta a prolungata centrifugazione in modo da racco- 
gliere i corpi microbici che si risospesero e centrifugarono in soluzione 
fisiologica sterile altre due volte, in modo da allontanare il materiale nutri- 
tizio solubile, proveniente eventualmente dal terreno culturale, controllando 
da ultimo che la sospensione fosse negativa al Fehling. 

I microrganismi cosi trattati sono stati aggiunti a sospensioni dello 
xilano all’1°/, in acqua, in misura tale da far si che per 10 cme. di so- 
spensione, corrispondessero i quantitativi sottosegnati di microrganismi (peso 
umido). Si é aggiunto 1 °/. di toluolo e si é portato il tutto in termostato 
a 37°C. per tempi diversi. Dopo precipitazione con alcool assoluto, filtra- 
zione ed evaporazione dell’alcool, ha avuto luogo la prova con liquido di 


(1) A. Menozzi, U. PraroLonco, Chimica Agraria, vol. I. Ed. Hoepli, Milano, 1931. 
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Fehling, mettendo 2 volumi di soluzione di xilano per 1 volume di Fehling. 
I risultati ottenuti sono raccolti nella tabella I. 


Tase tra I. 
Riduzione Ceppo M Ceppo T Ceppo F 
del liquido Controllo 
di Fehling or. 0.010 | gr. 0.050] gr. 0.010 | gr. 0.050 | gr. 0.010 | gr. 0 050 
dopo: 5 C 
Ore 6 re) tracce tracce tracce oO oO O 
Dy as fo) tracce tracce tracce (e) O ) 
Sy, Mi tracce netta ri- | netta ri- | netta ri- tracce tracce re) 
duzione duzione | duzione 


Anche questi saggi, che naturalmente hanno carattere puramente orienta- 
tivo, sembrano indicare la capacita che hanno i microrganismi acidificanti, 
di idrolizzare lo xilano. Dei tre ceppi sperimentati, si € mostrato pil attivo 
il T, che come acidificante non é invece il pil energico. Appare quindi 
molto probabile che essi elaborino una xilanasi, capace di idrolizzare lo 
xilano. 

Questo comportamento nei riguardi dei pentosani e particolarmente 
dello xilano, costituente cospicuo delle comuni foraggere, ¢ nuovo elemento 
probativo per considerare questo gruppo di microrganismi come il vero 
agente di acidificazione e quindi, di conservazione dei foraggi insilati @. 

Appariva pertanto logico ricercare quale effetto sortisse laggiunta di 
culture pure di questi microbi a foraggi insilati, arricchendo cosi la micro- 
flora acidificante naturale delle piante foraggere. Alle svariate modalita di 
trattamento sperimentale dei foraggi insilati, in corso di studio per opera 
dei miei collaboratori dott. I. Politi e dott. G. Pepoli, aggiungemmo quindi 
quelle compreadenti l’arricchimento artificiale della microflora acidificante. 
Anche per queste, come per le altre prove in corso, si impiegarono microsili 
in vetro della capacita di litri 2, usando come foraggio da conservare il 
Trifolium repens, che & dei pili delicati fra i foragei conservabili. 


(1) Puo essere interessante ricordare a questo proposito che il Seilligre (G. SEILLIERE, 
Sur la digestion de la xylane chez les mammiféres, «C. R. Soc. de Biologie», LX VI, 1909) 
ha dimostrato fin dal 1909 la presenza di un enzima idrolizzante lo xilano nell’ intestino 
degli erbivori, attribuendogli la funzione di idrolizzare lo xilano contenuto nei foraggi ed 
ha supposto che esso fosse di origine microbica, pur senza darne la diretta dimostrazione. 
Data la notevole diffusione che, come pil sopra ho detto, hanno i microbi acidificanti sui 
foraggi verdi, non @ improbabile che la xilanasi trovata dal Seilliére, derivi da questi 
microbi i quali, giunti nell’intestino insieme con gli erbaggi, esplicherebbero cosi una 


Loom 
importante funzione nei processi digestivi degli erbivori stessi. 
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Ogni vaso venne riempito col foraggio diversamente trattato (circa 
700 er.), chiuso ermeticamente e munito di valvola pescante in olio di 
vaselina. Tutti i vasi vennero tenuti in termostato a 37° C. per tutta la 
durata dell’esperienza. Per ogni modalita vennero allestiti 3 vasi che si 
aprirono dopo 8, 15, 30 giorni. Sul materiale vennero fatte alcune deter- 
minazioni chimiche, atte a dare un criterio circa il grado di conservazione 
del foraggio. Quantunque la sperimentazione in proposito continui ancora, 
ritengo interessante riportare alcuni dei dati finora raccolti, dai quali emerge 
non soltanto |’ importanza (ai fini della conservazione) del trattamento fisico 
cui viene sottoposto il foraggio verde (torchiatura, trinciatura), ma altresi 
influenza utile esplicata dall’arricchimento della microflora acidificante. 
Il risultato migliore, rilevabile dal basso tenore in azoto solubile ed ammo- 
nicale, € stato ottenuto mediante il contemporaneo impiego di culture mi- 
crobiche e melasso. Evidentemente, con tale aggiunta si rende possibile un 
immediato processo fermentativo ad opera dei microrganismi apportati e di 
quelli preesistenti e si raggiunge quindi pil rapidamente l’acidita necessaria 
ad arrestare i processi degratativi delle sostanze azotate. 


Zoologia (Parassitologia). — Tentativo di ricostruzione del 
ciclo generale det Plasmodi nell ospite vertebrato. Nota? di 
A. CoRRADETTI, presentata dal Corrisp. S. BaGLiont. 


Il recente rinvenimento di forme schizogoniche apigmentate nel cito- 
plasma di alcune cellule dei tessuti (cellule endoteliali dei capillari cerebrali, 
monociti e macrofagi) dopo inoculazione di sporozoiti di alcune specie di 
Plasmodi ha dato origine allipotesi che tali forme rappresentino « un ciclo 
monogonico primario che precede quello monogonico secondario il quale 
si svolge nei globuli rossi (Raffaele) ». 

Contro questa suggestiva ipotesi stanno vari dati di fatto. Anzitutto 
le forme osservabili nei tessuti si rinvengono anche quando sono gia avve- 
nuti numerosi cicli schizogonici negli eritrociti: rimane percio difficile soste- 
nere che le numerosissime forme cerebrali che si osservano per esempio 
nel P. gallinaceum rappresentino forme di evoluzione diretta degli sporozoiti 
inoculati molto tempo prima. 

Inoltre linterpretazione di Raffaele ¢ dimostrata errata dal fatto fon- 
damentale che negli stessi Plasmodi ¢ possibile ottenere forme identiche 
quando l’infezione venga trasmessa anziché con sporozoiti con inoculazione 
di sangue infetto. 


(1) Pervenuta all’Accademia il 3 settembre 1938. 
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In un mio lavoro precedente © dall’osservazione dell’esistenza di specie 
di Emosporidi che pur presentando tutti i caratteri dei Plasmodi hanno 
anche la facolta di svilupparsi in alcune cellule dei tessuti o in altre cellule 
ematiche ed ematopoietiche diverse dagli eritrociti deducevo che appariva 
probabile che tali differenze di comportamento esprimano il diverso grado 
di adatiamento raggiunto nelle relazioni tra ciascuna specie e il rispettivo 
ospite. 

Riguardo al ciclo di sviluppo facevo notare che occorreva riempire la 
lacuna esistente tra il momento dell’ingresso degli sporozoiti nell’ospite 
vertebrato e il momento del rinvenimento delle forme del ciclo schizogo- 
nico che si svolge nei globuli rossi o nelle cellule dei tessuti. 

Recentissimamente ¢ stato pubblicato un lavoro di Missiroli® che 
chiarisce notevolmente il problema. Missiroli ha osservato tre ore dopo 
Pinoculazione di sporozoiti la presenza nel tessuto cellulare sottocutaneo 
di corpi rotondeggianti liberi contenenti da 4 a 8 granuli di cromatina, che 
presentavano gli stessi caratteri della cromatina nucleare degli sporozoiti 
osservati dopo due minuti di permanenza sotto la cute. L’A. conclude che 
cio che fu definito come sporozoito non é che una sporocisti immatura 
che completa il suo sviluppo negli spazi linfatici dell’ospite vertebrato. 

Sulla base di tutti i fatti finora accertati espongo nella presente Nota 
un tentativo di ricostruzione del ciclo generale dei Plasmodi nell’ospite ver- 
tebrato, mettendo in chiaro cio che allo stato odierno delle ricerche é sicu- 
ramente dimostrato, da cio che attende ancora una base sperimentale. 

Lo schema annesso riassume il probabile ciclo generale dei Plasmodi. 

Gli sporozoiti gia nelle ghiandole salivari presentano un numero di 
masse cromatiniche variabile da 1 a 8. 

Inoculati nella cute ciascuno di essi si trasforma, come ha notato Mis- 
siroli, in corpi rotondeggianti multinucleati liberi che vengono assorbiti per 
via linfatica. 

Da questo punto in poi i corpi in questione non sono pit stati seguiti 
e si manca di notizie sicure sul loro destino nella circolazione generale e 
negli organi interni. 

Tuttavia le ipotesi possibili sul loro destino ulteriore non possono 
essere che due: 

1. I corpi in moltiplicazione derivati dagli sporozoiti proseguono liberi 
nel loro sviluppo e giungono, sempre liberi, a sporulare e a dare un certo 
numero di merozoiti. 

2. I corpi in questione, che sono per l’ospite corpi estranei, vengono 
fagocitati da cellule appartenenti all’apparato reticolo endoteliale (macrofagi, 
monociti, cellule endoteliali). Penetrati nella cellula istiocitaria possono 


(1) «Riv. Parass.», 2; 1938, pp. 23-37. 
(2) «Riv. Parass.», 2; 1938, pp. 39-43. 
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venire distrutti, o prendere il sopravvento e proseguire nel loro sviluppo 
fino a dare un certo numero di merozoiti. 

Le due ipotesi.non si escludono ed é possibile che ambedue i fenomeni 
si verifichino parallelamente. 

Questo é¢ un punto fondamentale di difficile chiarimento e che probabilmente 
richiederd una somma di ricerche non indifferente. 

I merozoiti liberati dal primo ciclo schizogonico possono andare incontro 
a tre diverse possibilita : 

1. Penetrare nei globuli rossi e dare origine al ciclo schizogonico 
endoeritrocitico. 

2. Essere fagocitati da cellule dell’apparato reticolo—-endoteliale ed essere 
distrutti. 

3. Essere fagocitati da cellule dell’apparato reticolo-endoteliale (0 pene- 
trarvi), prendere il sopravvento sulla cellula istiocitaria e svilupparvisi dando 
origine al ciclo endoistiocitario. 

L’esistenza di due diversi cicli ¢ oggi dimostrata per almeno quattro 
specie di Plasmodi. E anche dimostrato che i merozoiti derivati dal ciclo 
endoeritrocitico possono successivamente produrre il ciclo entro le cellule 
dell’apparato reticolo-endoteliale: infatti negli animali inoculati con sangue 
infetto il ciclo del?apparato reticolo-endoteliale si verifica ugualmente. Analo- 
gamente e molto verosimile, benche non se ne abbia ancora la prova asso- 
luta, che i merozoiti derivati dal ciclo schizogonico che si verifica nelle 
cellule dell’apparato reticolo endoteliale possano infettare i globuli rossi. 

Il ciclo ora descritto € uno schema generale che illustra le varie possi- 
bilita e che va quindi considerato come una ipotesi di lavoro da verificarst 
punto per punto in ogni specie di Plasmodio. 

Tenendo presente il fatto del diverso grado di adattamento di ciascuna 
specie di Plasmodio al rispettivo ospite, non ¢ da meravigliarsi che il ciclo 
non si presenti colle stesse modalita nelle diverse specie di Plasmodi e 
che in alcune specie si osservi la contemporanea presenza dei due cicli 
schizogonici, in altre specie il ciclo schizogonico endoistiocitario sia scarso, 
transitorio, o assente, e che nel gruppo degli Haemoproteus sia assente 
invece il ciclo schizogonico endoeritrocitico. 
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Fisiologia. — wove osservaztont sut riflesst condizionate 
dell’ammiccamento (per stimoli acustict)\. Nota™ di G. Mar- 
TINO e A. ALIBRANDI, presentata dal Corrisp. C. Craccio. 


Il riflesso dell’ammiccamento del cane, che consiste nella contrazione 
rapida dell’orbicolare palpebrale per effetto della stimolazione artificiale ade- 
cuata di una determinata zona cutanea riflessogena, ¢ stato da noi utilizzato 
in questi ultimi anni per lo studio delle reazioni condizionate. L’associazione 
di stimoli sensoriali indifferenti (di varia natura) coll’atto del riflesso asso- 
luto ci ha infatti consentito l’elaborazione di riflessi condizionati del? ammic- 
camento. 

L’analisi di tali reazioni condizionate ha fornito risultati non privi di 
interesse, particolarmente in relazione all’intimo meccanismo dei riflessi asso- 
ciativi. Dal Pavlov e dagli sperimentatori successivi si era sempre pensato 
che l’elaborazione di un atto riflesso condizionato avvenisse mercé la sosti- 
tuzione della via afferente congenita (dell’arco del riflesso assoluto o incon- 
dizionato) con una nuova via centripeta (la condizionata); noi dimostrammo 
invece che per il manifestarsi della reazione associativa ¢ indispensabile la 
pervieta della via afferente innata e che l’azione dell’eccitatore condizionato 
consiste nell’agevolazione (0 facilitazione o Bahnung) del riflesso congenito. 
In altri termini, solo apparentemente l’eccitatore condizionato acquista la 
capacita di provocare lo stato attivo del centro riflesso; in realta esso deter- 
mina solo aumento dell’eccitabilita di quest’ultimo, e lo stato attivo del 
centro in ultima analisi € sempre promosso - nella reazione associativa 
esattamente come in quella congenita — dagli eccitamenti afferenti incondi- 
zionati (del riflesso assoluto). Vedemmoin fatti che dopo la stovainizzazione 
della zona riflessogena dell’arco congenito gli stimoli condizionati — fotici  o 
acustici “) — perdevano la capacita, gid acquisita, di suscitare ]a reazione del- 
Pammiccamento; e vedemmo altresi che sotto l’azione dello stimolo condi- 
zionato aumentava |’eccitabilita faradica del centro riflesso (centro sigmoideo 
dell’orbicolare), e risultava favorita la provocazione in via riflessa del clono 
da stricninizzazione centrale, nonché dell’accesso epilettiforme da eccitamenti 


(1) DalPIstituto di Fisiologia umana della R. Universita di Messina. 
(2) Pervenuta all’Accademia il 6 settembre 1938. 
- (3) G. Martino e A. Atrpranpl, Analisi di un particolare riflesso condizionato (del- 
Pammiccamento), nel cane. « Boll. Soc. it. Biol. sper.», 11, 1936, p. 763. 
(4) A. AvipranpbI, Nuova conferma sperimentale per la necessaria partecipazione della 


via afferente congenita al meccanismo dei riflessi condizionati, «Rend. R. Acc. Lincei », 
vol. XXVII, 1938, p. 479. 
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afferenti‘, Un aumento dell’eccitabilita nel centro riflesso sotto l’azione di 
stimoli condizionati é stato pure riscontrato, in ricerche cronassimetriche, 
da Chauchard e Drabovitch ®); ed un’altra (indiretta) conferma é fornita 
ancora da risultati sperimentali di G. Martino e E. Fulchignoni. 


Era stata dimostrata, con precedenti osservazioni sperimentali eseguite in questo Isti- 
tuto, lesistenza di collegamenti funzionali tra un determinato punto della corteccia occipitale 
ed il centro sigmoideo per Vorbicolare palpebrale dello stesso emisfero, nel cane; per cui 
Pattivita riflessa di quest’ultimo centro risultava facilitata dalla stricninizzazione diretta e 
circoscritta di quel punto della corteccia occipitale. Vennero allora elaborati in un cane 
due distinti riflessi condizionati dell’animiccamento per stimoli luminosi: coll’occhio sinistro 
per luce rossa, col destro per luce violetta. Dopo stricninizzazione della corteccia occipitale 
dell’emisfero sinistro la luce violetta mostrava la capacita di provocare il clono dell’orbi- 
colare destro e successivamente Vinsorgenza (da questo muscolo) di accessi epilettiformi 
eeneralizzati, mentre invece nessun effetto si aveva per la stimolazione con luce rossa; 
dopo stricninizzazione della corteccia occipitale dell’emisfero destro si ottenevano, al contrario, 
scosse cloniche dell’orbicolare sinistro — e successivi accessi epilettiformi - per azione della 
luce rossa, ma non per la violetta. Cid costituisce appunto un’altra dimostrazione del- 
Vaumento di eccitabilita nel centro riflesso sensitivo—motore sotto l’azione dello stimolo 
luminoso condizionato (3). 


Questo é dunque Veffettivo meccanismo delle reazioni associative. E ovvio 
infatti che, se l’eccitabilita centrale si esalta oltre certi limiti, allora anche 
eccitamenti afferenti minimi, ordinariamente inefficaci, come quelli che pre- 
sumibilmente sempre viaggiano per la via centripeta dell’arco congenito 
possono rivelarsi sufficienti a suscitare lo stato attivo del centro riflesso “. 

In altre ricerche“), eseguite sperimentando su di un cane educato 
ad un doppio riflesso condizionato dell’ammiccamento per segnali lumi- 
nosi (luce violetta per un occhio, luce rossa per l’altro), fu possibile ricono- 
scere alcuni effetti, riferibili alla qualitd dello stimolo luminoso condizio- 
nato, sugli opposti processi dell’agevolazione e dell’inibizione. Precisamente, 


(1) G. Martino e A. Axipranpt, L’altivila riflessa dei centri seusilivo—motori corticali 
sotto l'azione di slimoli condizionali. « Arch. di Fisiol.», 37, 1937, p- 534: 

(2) A. et B. Cuaucnarp et W. Drasovircn, La chronaxie de I'écorce cérébrale aux 
divers temps du réflexe conditionné. «C. R. Soc. de Biol. », vol. IL, 1936, p. 57. 

(3) G. Martino e E. Futcuicnont, Il fenomeno dell’agevolazione nelPepilessia riflessa 
da stricninizzazione occipitale, sotto P'axione di stimoli luminosi condizionati. « Rend. R. Acc. 
Lincei », vol. XXVII, 1938, p. 125; Ueber die Bedeulung bedingter Reize (fir den Bahnungs- 
prozess) bei der durch Strychninisierung der occipitalen Rinde reflektos isch erzeuglen Epilepsie. 
« Pfligers Arch. f. d. ges. Physiol. », 240, 1938, p. 212. 

(4) v. a. G. Martino, Necessita dell’ordinaria via afferente, costante ed insostituibile nel 
meccanismo del riflesso associativo. « Atti. Acc. Peloritana », vol. XX XVIII, 1936, p. 67; Sobre 
el mecanismo de los reflejos condicionados. « Tribuna Universitaria », Asuncion, Paraguay, 1936. 

(5) G. Martino e A. Artpranpl, L’agevolazione e Pinibizione, in rapporto alla qualita 
dello stimolo luminoso nel riflesso condizionato dell ammiccamento. « Arch. di Fisiol. », 38, 1938, 
p- 200. 


la luce rossa (A = 7200-6000 A) si manifesto meno efficace della violetta 


(A = 5500-4250 A) per l’elaborazione del riflesso associativo, e quest’ultimo 
risultd in quel caso meno resistente che in questo al fenomeno dell’inibi- 
zione interna (estinzione). Poiché la maggiore o minore efficacia dell’agente 
condizionato essenzialmente dipende dalla maggiore o minore  sensibilita 
dell’analizzatore sensoriale, questo risultato dimostra che |’analizzatore ottico 
del cane é pi sensibile ai raggi di lunghezza d’onda corrispondente a quella 
della nostra luce violetta piuttosto che ai raggi di A corrispondente a 
quella della nostra luce rossa. Tale comportamento € presso a poco ana- 
logo a quello dell’analizzatore ottico dell’uomo™. Anche per il ripristino 
della reazione associativa gia estinta si manifesto piu efficace la luce violetta 
rispetto alla rossa; ed inoltre, nel caso della luce rossa gli eccitamenti mostra- 
rono maggiore tendenza alla irradiazione, in quello della luce violetta mag- 
giore tendenza alla concentraxione. Cid che costituisce appunto la prova di 
una « differenza di energia », riferibile alla qualitd dello stimolo luminoso. 


Nel corso delle precedenti ricerche avevamo pit volte rilevato una mag- 
giore efficacia (cioeé una « maggiore energia ») dei segnali sonori rispetto 
alle luci monocromatiche per l’elaborazione del nostro riflesso associativo ; 
cid che perfettamente concorda colle osservazioni eseguite dagli sperimenta- 
tori russi sul riflesso della secrezione salivare. Dopo le qui ricordate osserva- 
zioni sulla diversa efficacia di luci monocromatiche di differente lunghezza 
d’onda, parve opportuno esplorare comparativamente l’efficacia dei segnali 
sonori di diversa qualita. 

Colla medesima tecnica altrove descritta® vennero contemporanea- 
mente elaborati in un cane due riflessi condizionati dell’ammiccamento, e 
cioé per Vocchio sinistro colla nota mi’ (5520 vibrazioni) e per il destro 
colla nota fa’ (5568 vibrazioni). L’inizio della stimolazione acustica (eseguita 
a mezzo di un fischietto del Galton) precedeva esattamente di due secondi 
Vapplicazione dello stimolo incondizionato (elettrofaradico) sulla cute rifles- 
sogena. Nonostante fosse corrispondente ad appena un semitono ’intervallo 
fra le due note, il cane comincid molto presto a discriminare i due segnali, 
cosiccht in breve tempo si ottennero risposte condizionate assolutamente 
corrette 3). I] segnale mi’ si manifestd piu efficace del fa’ per l’elaborazione 
del riflesso condizionato dell’ammiccamento, e questo risulto nel primo caso 
notevolmente pit resistente che nel secondo al fenomeno dell’estinzione. 


(1) G. Martino, Sulla sensibilita del? analizgatore oitico del cane per ragei luminosi di 
diversa lunghezza donda. « Att, R. Acc. Peloritana », 1938. 

(2) G. Marrino e A. ALtBrANDI, loc. cit. in (4) a p- 168. 

(3) E interessante evitare in questo tipo di esperimenti V’applicazione alterna, con 
ritmo costante, dei due segnali (€ del successivo stimolo elettrofaradico), poiché allora anche 
il ritmo pud trasformarsi in agente condizionato della reazione motoria. 
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Nel corso dell’esperimento osservammo pit volte tipici fenomeni d’ini- 
bizione esterna, per cui il riflesso associativo gid consolidato si afhevoliva 
o addirittura svaniva per effetto di rumori accidentalmente penetrati nel labo- 
ratorio; ed osservammo pure talvolta, in tali casi, una netta diminuzione 
del potere di discriminaxione, per cui il cane rispondeva, per esempio, al 
segnale mi’ colla contrazione dell’orbicolare destro owvero al fa’ con quella 
dellorbicolare sinistro. Qualche rara volta fu dato di rilevare analoga dimi- 
nuzione del potere discriminativo per effetto della stanchezza alla fine di 
qualche seduta eccessivamente prolungata. Effetti inibitori, che vanno logi- 
camente imputati al rilasciamento dell’attenzione. L’applicazione di stimoli 
incondizionati (elettrofaradici) troppo intenso sulla cute riflessogena del riflesso 
incondizionato provocava la scomparsa delle successive reazioni condizionate. 
Questa ed altre osservazioni concordano con quanto ¢é stato descritto dal 
Pavlov a proposito dell’inibizione nei riflessi associativi della secrezione 
salivare. 

Durante lelaborazione dei nostri due riflessi condizionati osservammo 
inoltre un progressivo abbassamento della soglia dello stimolo faradico per 
il riflesso incondizionato dell’ammiccamento a mano a mano che, per l’au- 
mento del numero delle associazioni, progressivamente (presumibilmente) 
cresceva l’efficacia dei segnali sonori precedenti; cosicche uno stimolo fara- 
dico, insufficiente a provocare da solo la contrazione riflessa dell’orbicolare 
palpebrale, diveniva efficace se preceduto da un segnale condizionale, esso 
pure ancora insufliciente a suscitare da solo la reazione dell’ammiccamento. 
Vediamo in questo risultato un’ulteriore dimostrazione degli effetti dell’agente 
sensoriale condizionato sull’eccitabilita del centro riflesso. 
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Geografia. — Notize rdrografiche sui laght dell’A. O. J. 
Nota preliminare“? di A. Vatova, presentata dal Corrisp. 
G. BRUNELLI. 


I laghi Galla da noi visitati tra il dicembre 1937 ed il maggio 1938, 
per incarico del prof. Brunelli, Direttore del R. Laboratorio di Idrobiologia 
di Roma, si seguono a varie quote da S a N sul fondo irregolare della 
grande doccia orografica dell’Auasc, posta tra la dorsale del Gughe (4200 m.) 
a W e laltipiano somalo ad E e costituita in gran parte da roccie vulca- 
niche mesozoiche e da colate laviche recenti, di cui le sorgenti termali ogei 
esistenti sono l’ultima manifestazione. 

Il principale lago esplorato ¢ il Regina Margherita, lungo circa 75 km. 
e largo circa 35 km. nella parte settentrionale, pil stretto (circa 15 km.) 
nella parte meridionale; questa presenta a N della barriera di isole e iso- 
lotti che lo attraversano da NW a SE una profonda strozzatura. Le sponde 
occidentali sono in qualche tratto rocciose o sabbiose, per lo pid paludose, 
fasciate da Herminiera Elaphroxylon G. P. o coperte da piante palustri, mentre 
le sponde orientali sono in massima parte formate da densi quasi impenetrabili 
boschi di Herminiera e da vaste paludi malfide. Molto caratteristiche per il 
Margherita sono le isole galleggianti, consistenti in ammassi vegetali (per lo 
piu Typha) del diametro da 0.5 a 10 m., che strappate alle paludi della 
sponda dal moto ondoso vanno, sospinte dal vento, vagando per il lago e 
ricoprono alle volte specialmente la parte settentrionale. 

Le sue acque sono dolci, torbide, azzurro-giallastre, spesso con strie 
verde smeraldo verso la costa, dovute ad accumulo di plancton. Il suo fondo 
€ melmoso, molle, grigio ed alberga una poverissima fauna bentonica. In 
base a 90 stazioni idrografiche possiamo stabilire con sufficiente esattezza 
la sua profondita, che ¢ in genere pit forte nella parte meridionale. Mentre 
infatti nella parte settentrionale si nota una profondita di 3-5 m. verso le 
sponde, e nella parte nord-occidentale una zona a profondita leggermente 
superiori ai 10 m., nella parte meridionale del lago si osservano gia verso 
la costa peatondi di 6-8 m. e verso l’asse mediano profondita superiori 
agli Ir m., con un nucleo sud occidentale di 12 m. La profondita massima 
di 13.1 m., venne constatata tra le isole Don Bosco e De Vito su fondo 
ciottoloso. Nella strozzatura le profondita vanno aumentando da E a O 


(6.1-9.6 m.). Dopo la stagione delle pioggie il livello del lago aumente- 
rebbe di circa 1 */,9m, 


(1) Pervenuta all’Accademia il 14 settembre 1938. 


Il lago Auasa, lungo da S a N circa 12.5 km., si continua a SW nella 
palude dello Scialo ed & circondato da una spiaggia con sabbia da pietra 
pomice e da qualche breve tratto paludoso 0 roccioso. L’acqua é dolce, legger- 
mente torbida, giallastra; il suo fondo é per lo pil costituito da una poltiglia 
rossastra, mollissima. La profondita va nella zona costiera da 4-9 m.; piu 
al largo ed a N dello Scoglio Pulvirenti, gia a poca distanza dalla costa si 
hanno profondita da 15 a 17 m., mentre verso NW vi & una zona cen- 
trale con profondita di 20 m. La massima profondita di 21.6 m. si osserva 
ad E dello Scoglio Pulvirenti. 

Il pid profondo e forse i] pi interessante lago esplorato & lo Sciala, 
lungo da E a O circa 27 km. e largo 12.5 km. Le sponde sono brulle, 
qua e la sabbiose con numerose sorgenti termali, per lo pil. sassoso—rocciose, 
ricoperte da boscaglia, con numerosi promotori a picco, per lo pil nudie 
ferrigni, che spingendosi verso il largo, alterano la sagoma quadrangolare 
del lago. Caratteristico tra altri isolotti lo Scoglio Nesazio, formato esclu- 
sivamente da colonne basaltiche. Le sue acque azzurre ricordano il mare; 
sono salmastro—amare, fortemente alcaline; quantunque bevute dal bestiame, 
albergano una fauna assai scarsa e vi mancano le formazioni di piante pa- 
lustri cosi caratteristiche per altri laghi. Il fondo é melmoso, nerastro, simile 
a finissimo limo, ricco di H,S. 

La profondita che nella parte occidentale a sponde sabbiose, basse e 
di 10-45 m., va rapidamente aumentando verso il mezzo del lago a 95 e 
164 m. e sorpassa nella parte orientale, circondata da alti roccioni a picco 
di pietra verde i 250 m.; quivi gid a poca distanza dalla costa si consta- 
tano profondita di 130-220 m. Il punto piu profondo (266 m.) € situato 
nella parte nord orientale del lago. 

A sud dello Sciala avvi il piccolo lago craterico di Zappala. 

A nord dello Sciala, separato da una ampia e dirupata barriera rocciosa 
sulla quale s’erge maestoso il vulcano spento di Fiche, s’estende |’Hora 
Abaita, lungo 21 km. e largo circa 12 km. dall’acqua azzurro-grigia, tor- 
bida, salmastro-amara, molto alcalina, dalle sponde per lo pit basse, sab- 
biose, che si continuano a nord in una immensa arida piana, coperta da 
graminee rigide e striscianti con qualche promontorio roccioso, che si 
spinge nel lago. Il fondo é per lo pitt melmoso, molle, grigiastro o bruno— 
nerastro con H,S. 

La zona costiera con profondita di 2-4 m. molto stretta nel tratto NW 
del lago risulta invece nel rimanente tratto di costa pit ampia. Verso il 
mezzo del lago si estende un’ampia zona dove vennero osservate profon- 
dita da 10.6 a 14.2 m.; quest’ultima ¢ la massima finora constatata. 

Ad E dell’Hora Abaita incontrasi il Langana dalle coste per lo pit 
rocciose con ampi tratti sabbiosi; presenta nel tratto NE varie e spesso 
profonde insenature. Ad occidente & separato dall’Hora Abaita da un 


lungo istmo roccioso, dirupato, coperto da cespugli, che va abbassandosi 


verso N dove corre il tortuoso emissario, che trasporta le sue acque nel- 
l’Abaita. 

L’acqua é dolce, torbida, grigiastra; il suo fondo é per lo pit melmoso, 
molle, giallastro o nerastro con H,S. Le ampie baie a NE si rivelano poco 
profonde (1-7 m.), bassa ¢ anche la zona costiera a NW; profonda quella 
a SE ed a E (18.7 m.). Grandi profondita di oltre 40 m. si osservano 
verso il centro del lago con un massimo di 46.2 m. verso S. 
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A N del Langana incontrasi il vasto e pittoresco lago Zuai, dalle 
sponde basse, paludose, fasciate da giganteschi sicomori e verso le foci del 
Machi a N ed a NE da Herminiera Elaphroxylou G. P, La sua massima lun- 
ghezza ¢ di circa 33 km., la sua larghezza di 20 km. Possiede quattro grandi 
isole dai fianchi terazzati, abitate ed intensamente coltivate per lo pila grano 
turco (specialmente l’isola Tulugudu). L’acqua é dolce, torbida, giallastra; 
il suo fondo & per lo pit. melmoso, molle, grigiastro. 

Lo Zuai ¢ in generale assai basso: nella fascia costiera, ampia circa 
7 km. la profondita non supera i 3 m., soltanto verso il mezzo del lago 
a NW della grossa isola di Tulugudu, ‘si osservano profondita superiori ai 
4m. con un nucleo di circa 7 m. che é la massima profonditd finora 
riscontrata. 
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Di minore importanza sono gli altri laghetti da noi esplorati sulla via 
del ritorno verso Asmara. Il primo é& quello di Hora Arsodi, presso Ada, 
dal fondo melmoso, molle, verdastro con profonditi massime di 38.7 m. 
Il lago Haic presso Dessié dalle sponde per lo pit sabbiose, & circondato 
da dossi collinosi, intensamente coltivati, cui fanno corona alte catene mon- 
tuose. L’acqua é torbida, giallo—-verdastra. Il fondo melmoso, nerastro, molle. 
Il lago risulta abbastanza profondo, poiché gid verso la costa si hanno pro- 
fondita da 13 a 42 m. Una zona molto profonda si estende da E verso 
NW con 65.9 m. ed a NE dell’ Isola di Santo Stefano con 88.2 m. 

Il piccolo Lago Ascianghi presso Quoram dall’acqua limpida, verdastra, 
circondato da catene montuose brulle e confinante a N con la pianura di 
Golgola, ha sponde terroso—paludose con qualche promontorio roccioso. 
Il fondo € melmoso, molle, giallo, ricco di H,S. La massima profondita 
$i osserva verso la sponda E con 24.2-25.5 m. 
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Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


MEMORIE: E NOTE, DI SOC! 
pervenute all’ Accademia durante le ferie del 1938 (Anno XVIL). 


(Ogni Memoria e Nota porta a pie’ di pagina la data di arrivo) 


Fisica. — Zeorza termica della « fotoresistenza metallica». 
Nota“ del Socio Q. Majyorana. 


Come ho gia riferito in Note precedenti, chiamo fotoresistenza metallica, 
aumento di resistenza elettrica che subisce una lamina metallica, quando 
é esposta alla luce. Tale effetto viene pil facilmente constatato, mediante 
i dispositivi gia descritti, se la luce € periodicamente interrotta. 

Ho gia detto che la pura azione termica della luce non basta a spie- 
gare tutte le caratteristiche dell’effetto in parola. Puo dunque essere inte- 
ressante stabilire, in base alla classica teoria della propagazione del calore, 
la misura dell’effetto prevedibile per tale via, per vedere, in seguito, se e 
come una previsione del genere si scosti dai fatti realmente osservati. Una 
simile trattazione forma oggetto della presente Nota. 

In conseguenza della grande conducibilita termica dei metalli, si puo 
ammettere che lungo lo spessore ¢, di una sottilissima lamina metallica ed 
in ogni istante, quando un flusso calorifico traversa tale spessore, non si 
abbia alcuna caduta termica. Cid vale, almeno per le frequenze d’interru- 
zione del fascio luminoso, usate nelle gid descritte ricerche, e cioé dell’or- 
dine di un migliaio di periodi a secondo. 

Supponiamo ora dapprima, che sulla lamina cadano, in modo continuo, 
delle radiazioni, di qualsiasi lunghezza d’onda. Esse vengono parzialmente 
assorbite. Diciamo che cid avvenga nella misura di W calorie per cm? 


(1) Pervenuta all’Accademia il 4 ottobre 1938. 
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della lamina e per secondo. Se invece, le dette radiazioni vengono rese 
periodiche, mediante un disco a tagli radiali, possiamo ammettere che I’ in- 
terruzione avvenga con legge sinusoidale e con la frequenza angolare w. 
Questo risultato pud raggiungersi con sufficiente approssimazione, confor- - 
mando opportunamente i tagli del disco ed il profilo della lamina metallica. 

Col detto artificio, l’energia w, che cosi vien ceduta alla lamina in 
ogni unita di tempo, da costante diviene variabile e si pud indicare con 
l’espressione : af 

Wy = it + cos ot). 


Sotto Vazione di questa energia termica, la temperatura della lamina va 
sopraelevandosi, rispetto all’ambiente, fintanto che il suo regime diventa 
permanente, in conseguenza della dispersione esterna. Cosi, si puo dire che 
Yenergia assorbita dalla lamina nell’unita di tempo, sia espressa da: 


(1) g = Acos at, 


essendo A = W/2. Questa relazione stabilisce la pulsazione dell’energia 
termica posseduta dalla lamina. Tale energia, percid, si accresce durante 
mezzo periodo, e diminuisce durante l’altro; cio dicasi, per quanto, assor- 
bimento e dispersione della detta energia verso l’esterno, avvengano conti- 
nuamente in modo periodico e con fasi opposte. 

In tali condizioni, la temperatura della lamina pulsa con un’ampiezza T »,, 
intorno ad una certa temperatura, alquanto superiore a quella dell’ambiente 
esterno. La fase di tale fenomeno periodico é in ritardo, rispetto a quella 
della pulsazione luminosa, per l’angolo @. Ai fini della presente trattazione, 
interessa determinare soltanto Tn e 9. 

Per procedere a cio, occorre precisare le condizioni secondo cui avviene 
la dispersione, verso l’esterno, del calore assorbito dalla lamina. Questa é 
fissata, mediante un adesivo, su di un supporto termicamente semi-isolante, 
di solito di vetro. Tale adesivo ha spessore che si pud considerare _prati- 
camente nullo. Il calore che si sviluppa nella lamina, in conseguenza del- 
Passorbimento delle radiazioni, si disperde verso il detto supporto; ed in 
piccolissima parte verso l’aria. L’esperienza fa vedere che i fenomeni osser- 
vabili mutano molto sensibilmente, con le caratteristiche dello strato adesivo. 
Questo, pur essendo, come si & detto, di spessore trascurabile, pud presen- 
tare una certa conducibilita termica finita »; mentre la sua capaciti termica 
é praticamente nulla. Se lo strato adesivo manca ed il contatto tra lamina 
metallica e vetro ¢ perfetto, come nel caso delle lamine ottenute per pre- 
cipitazione catodica, si deve ammettere y = co. 

Il coefficiente di dispersione del calore della lamina dalla parte esposta 
alla luce, cioé verso Varia, & assai piccolo di fronte ad 7 e lo si indichi 
con h. 


Ne ete le he Oe | eS eee Om | A adh SOF ee coe 
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Sia ora gp la densita, c il calore specifico del metallo; 8,e, le ana- 
loghe grandezze per il vetro. Diciamo C = coe la capacitai termica della 


lamina per ogni cm?; E = eS, la capacita termica del.vetro per ogni cm3. 
Sia ancora k la conducibilita termica del vetro. 


La parte variabile della temperatura della lamina pud indicarsi con 


(2) T = Mcos wt + N sen at, 


essendo M,N delle costanti, incognite. 

La superficie anteriore del vetro, che trovasi a contatto pil o meno 
perfetto con la lamina, ha una temperatura, pure variabile, T’, alquanto 
differente; cid, in conseguenza della scarsa conducibilita termica dell’adesivo: 
e della notevole propagazione del calore nel vetro. Potremo dire: 


(3) T’ = Pcos wt + Qsenwt, 


essendo P,Q altre due costanti incognite. In generale: 


NQ 
wr Re 


perché le fasi delle pulsazioni termiche del metallo e della superficie del 
vetro sono differenti. 
Il ritardo di fase @ cercato, corrisponde a: 


N 
(4) 2 ames Ve 


ampiezza massima della pulsazione termica della lamina ¢ data da: 
(5) Tin = VM? + N?. 


Si tratta di trovare quattro equazioni che permettano di determinare 

; ’ ; he 

M,N,P,Q. Si osservi anzitutto, che il calore assorbito dalla lamina e 

impiegato in parte ad aumentarne la temperatura ed in parte viene disperso 
verso l’aria ed il vetro. Si ha cosi: 


(6) A cos wt == C ee alte Ng Woo ‘au Nea aay 


Da questa, per le (2) e (3), ed eguagliando 1 coeflicienti di cos wt 
e senwl, si deducono due delle quattro equazioni cercate: 


(1) A=CoN + (b+ 7)M—72P, 
(I) 0 =—CoM + (bh +7)N—7Q. 


Se Oe 


Per ottenere le altre due, si deve esaminare il modo con cui avviene 
la propagazione del calore dentro il vetro. Essendo conosciuta la tempera- 
tura T’ di questo alla sua superficie, quella alla profondita x si ottiene con 
procedimento noto, ed @ espressa da: 


(7) T,=e—™[(P cosax — Qsenax) cos wi + (Q cosax + Psenax)sen wf], 


dove: 


1 /Eo 
Ch . 
Bey 
Si deve ora eguagliare la quantita di calore trasmessa dalla lamina alla 


superficie del vetro, con quella che, da questa superficie, penetra verso 
Pinterno. Si ha cost: 


CX 


Sostituendo, mediante (2), (3) e (7), eguagliando al solito i coeficienti 
di cos wt e sent e ponendo: 
[Ek 


ee | a 2 
si hanno le altre due equazioni cercate: 
(IID) 1 (M— P)=p(P 4+ Q), 
(i) i CN = QO) == 9 (O=— Py 


Le quattro equazioni (1), (11), (III), (LV) debbono permettere di deter- 
minare M,N,P,Q. Per avere, poi, T e 9, basta servirsi di (5) e (4). 
Le scritte equazioni sono cosi sodisfatte dalle seguenti  espressioni: 


“Yhe+tors 


or ee 
__. Acos.¢ 


Lp 2py + 1? 
(p+ ny + f° 


the 


| n° 
v2 Pay ae 
h 2p + 4? 
°? Oa +P 


(9) tang 9 = - 


Per chiarire il significato delle precedenti formule, si pud farne una 
rappresentazione grafica, al variare di qualcuno dei parametri in esse con- 


90° | a | a 


RR o erty Tee peel ee ey b ‘ ~ Pil © == Ty 
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tenuti. E piu interessante e semplice far cid per la (9), la quale formula 
da il valore di @, che, come si vede da essa, e come ¢ confermato sensi- 
bilmente dall’esperienza, ¢ indipendente dalla quantita A di calore assor- 
bita dalla lamina, ossia anche dall’intensita delle radiazioni che battono su 
questa. 

Mi riferisco al caso sperimentale che ha formato oggetto delle prece- 
denti Note: lamine d’oro fissate su vetro. Si possono scegliere i seguenti 
valori per i-vari parametri gia indicati: p= 19.2 ; d=2.51 ; c=0.030 


5 2 


7 0005 001 O02 005 OQ) 0,2 0,5 1 2 ©) 20 


e=—0.21 ; k=0.0017 ; ) =o0.00018. Fra questi, gli ultimi due (con- 
ducibilita interna termica del vetro, ed esterna dell’oro immerso nell’aria) 
presentavano maggiore incertezza. Ho percid, con metodo diretto, determi- 
nato k per-lo speciale vetro usato; /, per la sua piccolezza, ha poca impor- 
tanza e ne ho tratto il valore dai manuali correnti. Sono state scelte due 
frequenze di interruzione del raggio luminoso: 600 e 12003 da cui si hanno 
i due valori di w. Nella (9), restano cosi variabili @ e 7. Sperimental- 
mente, come si disse, nessuna previsione si puo fare del valore di ». 
Suppongo qui che esso possa variare tra i limiti estesi: 50 e 0.005 p. calorie 
per cm? di lamina, per secondo, e per grado di differenza termica tra me- 
tallo e superficie anteriore del vetro. Si costruiscono cosi per punti, i grafici 
della figura, per le due frequenze suddette e per due differenti spessori di 


10 
cal/cm*. sec-grad 


SO 
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lamina d’oro: 0.08 e 0.7 micron. Nel calcolo dei punti di tali diagrammi, 
€ stato trascurato il valore di ). Cid é& perfettamente lecito, dentro i limiti 
di approssimazione grafica. I diagrammi sono riferiti ai valori di y ripor- 
tati in iscala logaritmica, per dar maggior risalto a cid che avviene per i 
piccoli valori; ed ai gradi d’arco segnati in iscala lineare, da 0° a 90°. 
Essi presentano un minimo, che, per lamine di 0.08 uw, @ di circa ro°. 
Sono asintotici, in causa della rappresentazione logaritmica ad una parallela 
alle ascisse di ordinata 90°, per y tendente a zero (ossia isolamento infi- 
nito). Dal Jato dei grandi valori di 4 sono ancora asintotici (e lo sarebbero 
anche per una tappresentazione lineare di) ad un’ordinata prossima a 45°, 
ma alquanto superiore a tale valore, per y tendente all’infinito (condu- 
cibilita perfetta, come per le lamine catodiche). 

Se si suppone permanentemente » = oo, le formule (8) e (9) si sem- 
plificano, tanto pil che allora diventa del tutto trascurabile il valore di pb. 
Le pulsazioni termiche della lamina si incanalano,in tal caso, quasi esclu- 
sivamente nel vetro. Le dette formule diventano: 


(10) ate pis ot _ Acos¢ 
HGare pans Oe 
(v1) ange = 1+ . 


Due diagrammi corrispondenti alla valutazione teorica di ©, fatta mediante 
la formula (11), sono gid stati tracciati nella figura della Nota precedente, 
€ messi cosi in raffronto con quelli sperimentali. 

Il procedimento sperimentale per osservare gli effetti di fotoresistenza, 
gia precedentemente descritto, consiste nel rilevare le caratteristiche di una 
corrente elettrica variabile, sia servendosi della ascoltazione telefonica, sia 
mediante opportuni istrumenti di misura. Tali caratteristiche dipendono, fra 
Paltro, dai valori di Tn e di @, ora previsti teoricamente, appoggiandosi 
alla semplice ipotesi termica. La corrispondenza tra la pulsazione di T e 
quella della detta corrente elettrica, si basa sull’ammissione di una varia- 
zione lineare della resistenza del metallo impiegato, colla temperatura; e 
sulla trascurabilita degli effetti induttivi di quella corrente, nel circuito stesso 
della lamina. 

In una successiva Nota, mostrerd sino a qual punto la esposta teoria 
possa applicarsi ai risultati sperimentali, precedentemente esposti. 
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Matematica. — J/ntegrazione dell’ equazione di Jacobt alla 
guale da luogo il problema del moto di un corpuscolo elettrizzato 
im presenza dt un dipolo magnetico. Nota 1 di CatraLtpo AGo- 
STINELLI, presentata dal Corrisp. U. Cisorri. 


1. In una Nota precedente), occupandomi del problema del moto di 
un corpuscolo elettrizzato in presenza di un dipolo magnetico, problema 
che, com’é noto, é strettamente connesso colla teoria delle aurore boreali %), 
dopo aver stabilito un nuovo integrale primo delle equazioni del moto, 
| quale esprime la velocita areolare del punto mobile P intorno all’asse 
polare O,O,, in funzione della sua posizione, ho ridotto la questione a 
quella del moto di un punto nel semipiano P(O,O,), sotto l’azione di 
una forza conservativa e posizionale, e quindi a determinare un integrale, 
con una nuova costante arbitraria, dell’equazione di Jacobi 


Q) waay(S2) + @—~(S 5) +9 +¥O- 
— Ue 


Sgt? 


— 2h (uw? — 2) tees 


nella quale, Soa 1; ,12, Tispettivamente le distanze del punto P dai due 


GRO e tt: « 
I 
“u= <(r + i) 5 US Spats mo ioe 
a? (c? — 2ucu + yp? a?) y Ede cte. 
(2) Ou) = ae: aS SLs fast areca ny 


Inoltre, a é la semidistanza dei due poli; ) & la costante delle forze 
3 : I : : 
vive, e pil precisamente ) = —v*, essendo vo il valore numerico, costante, 


della velocita del punto nobile; c é la costante dell’integrale primo trovato ; 


(1) Pervenuta all’Accademia il 30 settembre 1938. 

(2) C. AGosTINELLI, Sul moto di un corpuscolo elettrizzato in presenza di un dipolo 
magnetico. « Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino», vol. 73, 1937-38. 

(3) Cfr. P Articolo di G. ARMELLINI, Le aurore boreali. « Grete e Tecnica, Rivista 
della Societa Italiana per il Progresso delle Scienze», vol. 2°, fasc. 3°, marzo 1938. 
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infine, p= ¢ anch’essa una costante, che dipende, oltre che da a, 


dalla massa m del corpuscolo, dalla sua carica elettrica ¢, e dalla costante 
magnetica k& del dipolo. 

Della (1), nella stessa Nota citata, ho data una soluzione approssimata, 
nell’ipotesi che il rapporto ies. Es 

c me 
valore assoluto, sufficientemente piccolo da poterne trascurare il quadrato 
in confronto dell’unita. 

Riprendendo la questione mi sono proposto di assegnare qui, per qual- 
siasi valore della costante c, e mediante una serie assolutamente conver- 
gente, per u,v variabili entro limiti opportuni, un integrale della (1) con 
una nuova costante arbitraria. 

Con esso, per quanto ho osservato, il problema del moto di un cor- 
puscolo elettrizzato in presenza di un dipolo magnetico, ‘entro i limiti di 
variabilita assegnati per le coordinate u,v, é da ritenersi risolto. 


» che € un “pure “numero; *sia, in 


2. Per raggiungere lo scopo prefisso, invece della (1), consideriamo 
Pequazione 


G) way ae 


) +0(u) + ¥(v)— 


oW \? 
Ou +(@—v)( 


ov 


ove A € un parametro arbitrario, che porremo in seguito uguale all’unita 
per avere la soluzione cercata della (1). 

Considerando la W come funzione di 4, sviluppiamola in serie intera, 
ordinata secondo le potenze crescenti di 4, ponendo cioé, 


(4) W=W,+AW,+22W,+3W,+---, 


e determiniamo le funzioni W., W,, W., W,;,-+-, di u,v in modo che 
; : 

la serie (4) soddisfi formalmente all’equazione (3), con W, contenente una 

costante arbitraria, mentre le W,, W,, W;,--> siano tali che, per w uguale 

al suo valore iniziale u., esse si annullino identicamente. 


Cio posto calcoliamo, mediante la (4), le derivate parziali 


oW : : ‘ 
arr formiamo i quadrati delle serie cosi ottenute, ordinandoli secondo le 


ou 7 


potenze crescenti del parametro A, e sostituiamo quindi nella (3). Dopo 
aver eguagliato i coefficienti del primo e del secondo membro, corrispon- 
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_ denti alle potenze di A collo stesso esponente, si ha il seguente sistema di 
equazioni : 


BCA VED inn lo en Ngee 
(5) a) (2) +(@—v)( i 


a) 
Cc 


J FomM+¥O)— 


— 2h(u? —v?)=0, 


ne Wien e W j BS ol Wig er OW Oe enV De 
(6) (u a?) aa ae, + (a v?) a Ae nee 
o W c V 5 aW, 0 W 
2 2 ° Z 2 2 2 ine 
© a) ou Ou ae ) av du : 
oO aWan \ 2 oW, OW» 
ho ¢. e SS ee ee 
C Tea a Ot t ) ov ov 
(6 ) aaa Oy, Ns 
2 W Oo Won 4 I 5 o W OW e pees 
(u? — a?) aa Sane ee ah (a? —v?) ae ae Fans 


be sen wre) ie) e ele) eile) ofa cp. wy 0 keke 6 els «ses! v ele) wie mel 6) *) a) la (ei :e) ous os) le eae) ins 01, 648) 0)10: 1, 618) 


ove per semplicita si € posto 


oW,\2 I oW,\? 
(7) —F, = - (u? Z| me 7 5 (a? — v? ( : F 


| Soe NW an oW, OW ens 


ieee) is = (4? — a?) |- 
Boe ( ) OU OU Ou Ou 


OW, + OW, + 1 I OW ,, \? f (a? v?) OW, OW ees le 
— | ( 2 
a Ol Ou 2 Olt ou ou 
NNO NV ieee ANNE N a ENN 1 (/oOW,, \? 
g Cae fe fet tt yy (eh, 
ov ov ov OU 2 ou 
(n SS a OG F 


8 
( ) : : OW, OW .n OW, OWan—1 foe ee 
= ae (Nd (u mae ) Olt Ou t Ol Ou 


OW, OWan 
OW, oW,, +1 ze (a? v?) at 
ou Ol ou OU 
ro) 2 OW, 7 oW OW, I 
W 2 a Se < n as . 
OU ov ov eu 


AS TE Ca a TT eT SD AST Diy WT ae Ned y= eee ene eae hee 
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L’equazione (5) si integra evidentemente per separazione di variabili, 
dopo di che Vequazione (6), che é lineare nelle derivate di W,, permette 
di determinare la funzione W,. Nota la funzione W,, mediante la (7) ri- 
sulta nota la funzione F,, e percid la prima delle equazioni (6’), che é 
anch’essa lineare, consente di determinare la funzione W,. 

Cosi continuando, e avendo riguardo alle (8), le funzioni 


Wey ee We ann 2 


st ottengono integrando successivamente le equazioni del sistema (6’), che 
sono tutte lineari rispetto alle derivate delle funzioni incognite. 
3. Incominciando allora dalla equazione (5) e ponendo 


(9) : Wo = U. (u) + Vo (2), 


ove U, ¢ funzione della sola u, e V, funzione soltanto di Uv, Si puo scri- 
vere, 


(u? — w)( Se) +O (u) — 2 hu? = 


a —|@ (42) + Yv) + 2b =— a, 


con % costante arbitraria, e quindi 


Gan: -| 9 ee Heh | =e 


u* — a? az — y? 


ie) 


Per la determinaziona della funzione U, si é assunto negativo il valore 
rd Ue Ate 
di a? Pet far si che nel moto incipiente, durante il quale la coordinata u 
si suppone decrescente, la funzione U, risulti invece crescente. 

Conviene inoltre osservare che, dovendo essere 


o=|v\| =a, 
la funzione ‘Y (v) = a? c?/(a* — v?), & sempre positiva, e poiche ) = —y ; 
3 


€ costante essenzialmente positiva, dalla seconda delle (10) segue che, per 
la realta del problema, la costante « deve essere essenzialmente positiva. 
L’equazione (6) diventa ora 


aU OW 
(6:) (wu? — a?) Dy 0 Tap” aE (a? aml v?) 


dV, oW, Ting? 22 
dv OU Ls D7 — gen 
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ovvero, per le (10), 


3oW 
— \(u? — a®) (2 bu? — ® (w) — a] 5a es 
resp ——— aW, _ 1 atpev 
+ y(a PN ek eo) era mye OU he I 


che equivale, com’ noto, al seguente sistema di equazioni simultanee 


du = dv Paws 
Vf) \ Vg@) Fe 


(11) 


ove si € posto 


(12) f(u) = (wt — a?) [2 bu? — © (wu) — a], 
Pw) = @ — v7) [« — ¥ (v) —2hv?], 
ea Au, eee 
{12’) | a Boge ie 


Per integrare il sistema (11) poniamo 


(13) B= fe | "=| ae 


u 
e osserviamo che, essendo per le (2) e (12) 


| ft (uv) = 2 but — (2ha? + @) uw? + 2 pca?u— a? (C? + wa — a), 


(12"7) 
| o(v) = 2hvt—(2ha? + aw) v2 + a? (a— 0"), 


gli integrali (13) risultano integrali ellittici. Le coordinate u,v sono percio 
esprimibili rispettivamente mediante funzioni ellittiche di € e di n. Cio 
fatto il sistema (11) diventa 


dW 
11’ dé = dq = >; * 
si o = = Fw), 
La 1* di queste equazioni porge 
(14) n=EF+C, 


con C costante, e per conseguenza dalla seconda delle (1 1’) si ricava 


§ 
w= | Pca ey ae + Gs: 


50 
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cioé, indicando con € la variabile di integrazione, ponendo la costante C, 
uguale a una funzione arbitraria [;(C), e tenendo conto della (14), si ha 


W.= [Fol ©.2€ +21 +9, 


Eo 


che € lintegrale generale del sistema (11’), cioé della (6,). 
Essendo & il valore di € per wu = wo, risulta, per la prima delle (13), 
Eo = 0,.e dovendo essere W, =0, per u =u, dovremo porre T, = 0. 
Si ha pertanto, per la (12’) 


af Th ee Cort) at) 
ie Lea: wf “O—-P C1) 


In modo perfettamente analogo si vede che le equazioni (6’) equival- 
gono ai seguenti sistemi di equazioni simultanee 


dit dv dW: 


6 See eT pe ene SR pare 
oi pe: enol oe 


i) 
¥ 
we 
§ 
ol 
Rs 
yews 
S 


i quali porgono 


t 


oS 
C7) Wa] RilO,vCtu—-Hl®, G=2,3.4,--), 


0 


che ¢ la formula ricorrente, la quale avendo riguardo alle (72d (8), for- 
nisce successivamente le funzioni W, 7 Was , che si annullano per = o, 
ClOS per. t= tig. 
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Matematica. — /xZegrazione dell’ equazione di Jacobi alla 
guale da luogo wl problema del moto dt un corpuscolo elettriz- 
zato in presenza dt un adipolo magnetico. Nota II“ di C. Aco- 
STINELLI, presentata dal Corrisp. U. Cisorri. 


4. Continuando lo studio iniziato nella Nota I, determiniamo ora i limiti 
entro cui la serie (4) converge assolutamente, ea tal fine esaminiamo intanto 
le funzioni f(u),¢(v), definite dalle (12”). 

Incominciando dalla prima si vede facilmente che risulta 

f@=—¢v’c—pay ; lim fwm=+o, 
1 —>0O 

e. quindi, per c= wa, essendo f(a)<0, ed f(u— oo) 0, Pequazione 
f(w) =0 possiede certamente una radice reale compresa fra a e + 00, 
contentuta cioé nell’intervallo di variabilita della coordinata u. Se ne pos- 
siede pil di una, queste dovranno essere in numero dispari; cio¢ la f(w) = 0 
possiedera o una, o tre radici reali (distinte o coincidenti), comprese nel- 
Vintervallo (a, + co). 

Si pud osservare che se la costante c é positiva ed € « >>? + wa’, 
la f(w) =0, per la regola dei segni di Cartesio, possiede al piu due radici 
reali positive, e in questo caso nell’intervallo (a, + oo) cadra una sola radice 
dell’equazione f(w) =o. 

Nello stesso modo si vede che se c<co, ed ax<tc? + pa’, si ha 
una sola radice reale positiva, e questa cade certamente nell’ intervallo 
(a ? “1 oo) 

Se in questo intervallo vi sono tre radici, e siano in ordine crescente 


yr 


Weg ls, ANOLA. Per 


/ 


ee re en ER Gh eg 


risultera f (w)<<0, e quindi per la realta del problema, gli intervalli (a, uw’), 
(u’’,u’"’) devono escludersi. Resteranno perciod da considerare gli intervalli 
(u’,u’), (w’”", + 09), entro i quali e f(u)>o. Allora, a seconda che 


ee Ui OPPUTe il <:, 


essendo u* un numero positivo tale che nel primo caso si ADA ie ee lo 
ene) secondo a <u =< uy, per 


(18) uy =U =o, 


(1) Pervenuta all’Accademia il 30 settembre 1938. 


> we We ot RA C8? TR ee COSA AS 2g) eo state) ae ae 8 eee 
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risultera f(a) >>0, e chiamando A? il pil piccolo dei valori che la fun- 
zione f{ (uw) assume nell’intervallo (18), si avra 


(19) Vi@)=A So. 


E chiaro che se l’equazione f(u) =o. ha, nell’intervallo (a, + co), 
una sola radice, e questa sia w;, il numero u* va scelto in modo che si abbia 


We WO thy 


E utile osservare che, relativamente al problema del moto dei corpuscoli 
elettrizzati lanciati dalle macchie solari verso la terra, determinando le aurore 
boreali, essendo u, molto grande, gli intervalli da considerare sono, a seconda 
dei casi (w'’’, 4+ co), oppure (u;,-++ co). 

In ogni modo la discussione fatta rivela che quando l’equazione f(u) = 0 
ammette tre radici reali w’,u", wu’ (con a<ou' <u <u”), comprese fra 
ae + oo, ed € uw, compreso fra u’ ed uw’, si puo realizzare un moto del 
corpuscolo nel quale la coordinata u varia alternativamente tra wu’ ed w’’. 
Abbiamo escluso il caso in cui si abbia c= pa. Se cid avviene risulta 
f(4) =0, e quindi si ha 1’ =a, oppure uw, =a, ed & ovvio come in questo 
caso va scelto il numero u*. 


5. Passiamo ora a considerare la funzione 
g (v) = 2 but — (2 ha* + a) v? + a? (a — 07). 
Da questa si ricava 


£ (0) = a? (a — 0c?) "3 op (ta) = are? | lim) (@) 
u—> too 
e si vede facilmente che se «<c?, con c=0, l’equazione g(v) =o, pos- 
siede solo due radici reali comprese negli intervalli (— co , — a), (a, + oo)” 
e allora nell’intervallo (—a,-+ a), in cui deve variare la v, risulta 
g(v) <0. Questo caso, per la realta del problema, deve escludersi, e 
deve essere pertanto 


(20) 6 Se 


Essendo « >>c?, la g(v) =0 ha tutte e quattro le radici reali, a due 
a due eguali e di segno contrario, due comprese nell’intervallo (—a,a), 
che indichiamo con —v, e v; (O<u,<a), e le altre due esterne a questo 
intervallo. 

Se allora v* é un numero positivo, compreso fra zero e 1, , (O< aoe) 
per 


(21) o=l|v| =, 
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si avra g(v) >>0, e detto B? il pit piccolo dei valori che la funzione g (v) 
assume nell’ intervallo (21), risultera 


(22) Ve (v)=B>o. 


Wa POSSEL VITO “COE aSe Ot =="¢7 Sicha 0, == 0., einer -v a= O-risulta, nel- 
Pintervallo (—a,a),g(v)<c0. Questo caso va percio escluso, salvo 
quando durante il moto del corpuscolo sia sempre v = 0. Questo caso pud 
effettivamente realizzarsi, cioe pud avvenire che il corpuscolo si muova nel 
piano equatoriale v = 0, come ho mostrato in un’altra Nota, in cui quel 
caso é stato risolto con quadrature ellittiche. Osserviamo ancora che si e 
escluso il caso di c = 0. Quando cio avviene risulta v, = a, e quindi basta 
scegliere v* compreso tra zero ed a (O<C u* <a), perché si possano realiz- 
zare le condizioni (21) e (22). 

In base alle (18), (19); (21) e (22), possiamo concludere che guando 
a >> c?, si possono sempre determinare due numeri positivi u* ,v™ e una quan- 
titd positiva Q, tali che, essendo 


(23) uUs=uU=Uo ,» O0=|v\=0, 
st. abbia 
(24) VF@=Q>o0 , Ve@~=Q>o, 


ove Q é la pit piccola delle quantita A,B, definite dalle relaxioni (19) e (22). 


6. In base all’analisi fatta nei due numeri precedenti possiamo ora facil- 
mente determinare i limiti di convergenza della serie (4). 
Dalla (12’) per u,v variabili negli intervalli (23), si ha intanto 


(25) hE b= 


e quindi per le equazioni (11) e le relazioni (24), risulta 


M 


ow, 
(26) = a O ; 


ov 


<> ae <Z (tg — u*). 


In virth di queste si deduce dalla (7) 


’ j 2M 
ean e (u; “(5 +>e(5] pe Mey Ho 
Zz oO Q va Q oe) Q 


(1) C. AGosTINELLI, Sul moto di un corpuscolo elettrizzalo in un campo magnetico sim- 
metrico rispetto a wn asse e integrazione del problema in un caso particolare, 


= TO2 == 
mentre la (16) ,-per i = 2, porge 
oe OW, 1M wM - ow, TM aM 
a eu SO (Omen | 2u 2) ara 
; 1M UM, M 
(27°) | W2l< On O2 (to — U*) . 


Per conseguenza la seconda delle (8), per m= 1 da 


OW, 


Ou 


oW, 


ou 


: u OW, 
IPs |< (ut — a2) ; 


Ou 


a M(Cer): 


e quindi ancora dalla (16), per i=3, si ha 


@* Fl<sate) 9 Feerace | 
028’) Wi < 3G (BR) (eH). 


Cosi continuando e ponendo 


I 
} he = 


2, 


She JE 
i Obs s == ria ae (Oke Os ome eda Coe 58 Se pe Ons 


(29) | 


I 
| Goi 9 Agia Oy Oe ily a as age ee oe oe 


dalle (8) e (16) si ottiene: 


Eey. 2M \2% 
Fai] M(“EEY (Qh, 2st) 


; aay Na 
Fas] <Saaic M( | 5 G=2,3,---)5 


P| oa) OW, : = M (ue M \i2—, 
———— Dine See 5 5 OD aS 7 > 


M 7M 2t—1 
‘ Wel car G BS} *(Ue—u*), Ce pee at 
30 
M 2M \22 
Ware (arg (B| -(Uo— u*), (Pasty 26 ede) 


ove i coefficienti a2;,a.;_,, si calcolano successivamente mediante le for- 
mule ricorrenti (29) . 
Da esse si ricava 


I 


a, = 4, = — 
2 


e continuando si vede facilmente che risulta 
a,< 2a, : BG DU gi ON SO Gea oe ee 
e quindi in generale 


Gp 4s (== Ashe, 


Allora, in virth delle relazioni (30) e (30’), la serie (4), e quelle che 
si ottengono derivando termine a termine rispetto ad wu e rispetto v, risul- 
tano assolutamente ed uniformemente convergenti se 


u- M 
ee eal 
Q? | — 
Facendo A= 1, si ha che la serie 
(31) W=W,+4+ W,+ W.4+-::: 


e quelle delle derivate rispetto ad , ovvero rispetto a v, risultano asso- 
lutamente ed uniformemente convergenti quando é¢ soddisfatta la condizione 


2u.M WAN Maes 


(32) OQ? QQ? (u*¥? — v*) 


<p lee, 


Possiamo allora concludere che, fissato il valore iniziale uo della coordi- 
nala uw, € determinati i due numeri positivi u*, v*, compresi negh intervals defi- 
nili nei numeri 4 € 5, € tali che sia soddisfalta la condizione (32), per 


2s, 5 Ov) eo", 

la serie (31), ove le funzioni Wo, Wi, W2,+++, Sono espresse dalle relaztom 
(9) e (15), @ dalla relaxione ricorrente (17), risulta assolutamente ed uni- 
formemente convergente. Inoltre, poiche essa é, per il modo stesso con cui é stata 
ottenuia, un integrale dell’equazione (1), contenente la costante arbitraria «, 


quella serie risolve il problema proposto. 


RENDICONTI. 1938, Vol. XXVIII. 14 


Meccanica (Aerodinamica). — Z’aztone aerodinamica su 
una superficie portante in moto oscillatorio. Nota“ di C. Possro, 
presentata dal Corrisp. M. Panerrtt. 


1. Nella presente Nota si espongono i risultati di una ricerca intesa 
a determinare l’azione aerodinamica che si esercita su una superficie portante 
(apertura finita, dotata di un moto oscillatorio, come si verifica per l’ala 
€ per i piani di coda nel moto perturbato del velivolo attorno alla posizione 
a cul corrisponde un volo di regime. Riassumeremo i principii in base ai 
quali si calcola il campo di velocita attorno alla superficie portante, e ripor- 
teremo le espressioni di alcuni coefficienti, per i quali le divergenze coi 
risultati degli usuali metodi approssimati sono notevoli: i particolari del 
procedimento di calcolo e l’applicazione ai singoli casi particolari di moto 
perturbato saranno esposti in due Note () di prossima pubblicazione. 


2. Consideriamo la superficie portante © investita da una corrente 
uniforme di velocita V,: il moto di ¥ é umoscillazione, che supponiamo 
di ampiezza infinitesima e di tipo sinoidale semplice, attorno ad una posizione 
media che indichiamo con Ym. Disponiamo gli assi di riferimento solidali 
con Ym, assumendo il piano di simmetria di ES», come piano xy, e facendo 
coincidere l’asse x colla direzione di V,: si suppone che & abbia spessore 
nullo, e che la sua incidenza rispetto a V, sia piccola, per cui il problema 
consiste ovviamente nel determinare un campo di moto C, tale che la 
componente uv secondo y della velocita del fluido abbia, in ogni punto di 5, 
un valore dato v;. 

Esprimeremo il campo di velocita attorno a © in un modo che, almeno 
formalmente, differisce dal solito metodo di calcolare la velocita indotta dai 
vortici aderenti alla superficie: portante e dal sistema vorticoso che se ne 
stacca. Mostreremo, infatti, che la velocita che ha il fluido in un moto vario 
Si puO mettere molto facilmente in relazione col campo di velocita del moto 
Stazionario attorno ad una superficie portante colla stessa pianta di D. Per 
giungere a quest’espressione, la via pili semplice € quella di considerare la 
relazione che esiste fra velocita e pressione, ricorrendo al metodo del poten- 
ziale dell’accelerazione, di cui il Prandtl ha recentemente %) indicato lappli- 
cazione allo studio del moto di una superficie portante. Supponendo che il 


(1) Pervenuta all’Accademia il 30 settembre 1938. 

(2) C. Possto, Sulla determinazione dei coefficienti aerodinamici che interessano il problema 
della stabitita del velivolo. «Pontificia Accademia delle Scienze»; Determinazione dell’ azione 
aerodinamica corrispondente alle piccole oscillazioni del velivolo. « Aerotecnica », 

(3) PranptL, Beitrag zur Theorie der tragenden Flache. « ZMM », 1936, 
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fluido sia incompressibile e che la perturbazione introdotta in esso dall’osta- 
colo sia molto piccola, il Prandtl ha trovato che ¢: 


(1) P—Ppo=— PP 
0 o? © 0? © 
(2) ox oy? a8 te ae 
Fes SOD ALG MS A Pe Pe ce 
G) V(X,I,%2,)= “al dy (E9451 No jae 
— oo 


dove con © si indica il potenziale dell’accelerazione, con ¢ la densita 

(costante) del fluido, con p la pressione, ed ¢ p=po , 9P=0 ,U=0 

al’ infnito a monte di &. La (1) risulta immediatamente dal teorema di 

D’Alembert per un fluido perfetto in assenza di forze di massa, mentre 

le (2) e (3) sono conseguenza della semplificazione che introduce il Prandtl 
e) 2) 


7 


ponendo ee Ms ae cioé linearizzando l’operazione di derivata totale 
f ¢ ox 


rispetto al tempo: & precisamente in grazia di questa semplificazione, che il 
potenziale dell’accelerazione, la cui esistenza era gia nota da molto tempo, 
pud avere applicazione pratica. Osserviamo che lequazione indefinita (2) a 
cui deve soddisfare @ non contiene le derivate parziali rispetto al tempo, e 
che d’altra parte le condizioni ai lhmiti sono dello stesso genere, sia o no 
il moto permanente: ne segue che, se o(x,y,%>#) & il potenziale del- 
Vaccelerazione del campo C che vogliamo studiare, la funzione 9 (x, Y,%sto), 
per f, = cost., é il potenziale di un campo di moto stazionario C;, di velocita 
assintotica Vo, attorno ad una superficie portante che ha la stessa pianta 
di =. I due campi Ce C; hanno in ogni punto la stessa pressione, in quanto 
ad entrambi corrisponde la stessa funzione 9: Cp si pud percid definire come 
quel campo di moto stazionario che realizza, nell’ istante 1 = ft. considerato, 
la stessa distribuzione di pressione che si ha in C. La pressione dinamica 
p—po in Cy si ricava dal teorema di Bernoulli: poiché la perturbazione 
creata dalla superficie portante € molto piccola, sara p—po =— eVow'; 
essendo V, + w’ la componente secondo x della velocita V, di C,. Dalla (1) 


: : \ , \ ou’ ou’ : : r 
si ricava cOSl 9 = Vou: 014 CS ae indicando con v’ la componente 
ro) OG 


F 0 _ ov’ 
di V; secondo jy, di modo che si ha a — V, z 


A Essendo la legge del 
x 


moto sinoidale, conviene adottare la notazione complessa, ponendo v = de®", 
: op. ow 
vy’ = wei@: la (3) diventa cos, sostituendo a —~ il suo valore Von 
cy ox 
e integrando per parti, 
iQ 


LO uly Ciera? — = («—£) 
(4) 5. D=VeVO—Wf WED" Voi ae. 


— 0 
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La (4) € precisamente l’espressione cercata, in quanto de® é la velocita 
‘del campo di moto vario C, mentre w é la velociti di un moto stazionario Cy. 

Per determinare Ja vorticitt aderente a X , y = Ye'®’, occorre ancora 
esprimere w in funzione di ¥: ora perd si tratta di un moto stazionario, 
per cui basta ricorrere alla nota teoria dell’ala finita del Prandtl. Introdu- 
cendo l’espressione di w in funzione di ¥ nella (4), si ottiene il valore 
della velocita v; uguagliando v a vs, si ricava Yequazione integrale che 
determina y. La soluzione di quest’equazione integrale sarebbe assai difficile, 
dovendosi determinare la funzione di due variabili ¥(« ,z): si dimostra pero 
come, restando nei limiti d’approssimazione della teoria dell’ala finita del 
Prandtl, ci si riduca facilmente a determinare una funzione di una sola 
variabile, e precisamente la circuitazione I'(z) “ che corrisponde alla distri- 
buzione di vorticita ¥. Si tratta dunque di risolvere un’equazione analoga 
a quella notissima che si presenta nel moto stazionario, e la cui soluzione, 
nel caso dell’ala ellittica, si pud ottenere in modo abbastanza agevole. 

Nota la distribuzione di vorticita, si risale immediatamente all’azione 
aerodinamica dP che si esercita su ogni elemento dX della superficie portante, 
in quando dP si calcola nel campo C; col teorema di Kutta-Joukowski: 
dP = epV,-ye@- dd. Alla risultante di queste pressioni, si deve aggiungere 
laspirazione A allo spigolo: la sua espressione & subito determinata, in 
quanto si dimostra facilmente che il valore di A, in un istante t — Se 
quello stesso che si ha nel moto stazionario corrispondente alla distribuzione 
di vorticita Ye? %o, 


3. I risultati che ora esporremo sono validi nell’ipotesi dell’ala ellittica, 
colla restrizione che i fuochi delle varie corde ©) siano allineati su una retta 
che assumiamo come asse x: inoltre, le espressioni dei coefficienti di resi- 
stenza sono rigorose solo se Vala & una lamina piana. I coefficienti aerodi- 
namici sono ricavati sotto forma di uno sviluppo in serie di potenze del 
O45 
2V5 
apertura alare): per semplicita ci limitiamo a dare i valori dei primi due 
termini dello sviluppo, esprimendo cioé i coefficienti come funzione lineare 
di @, rimandando, per la determinazione dei coefficienti sino a w = Ws 
alla Nota citata, nella quale & anche considerato il caso in cui la linea luogo 
dei fuochi abbia una forma qualsiasi. 

Il moto di X ¢ definito dalle tre componenti &, 7, dello spostamento 
del fuoco F, che nella posizione ©, coincide collorigine delle coordinate, 


parametro adimensionale o = (Q € Ja pulsazione del moto e b é 


(1) Com’é noto, I'(z,) @ la vorticita complessiva distesa sulla corda z= Ree clOcne 
IPG [¥ (x ,%) dx, essendo l’integrazione estesa a tutta la corda. 


(2) S’intende per corda la sezione di Sm con un piano 7 = cost., e per fuoco il 
punto al 25 °/, della corda. 


: 
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e dalle rotazioni 9 ,), « attorno agli assi x, y,x: i sensi positivi di £,y,2 
sono quegli stessi degli assi x, y,z rispettivamente, mentre i versi positivi 
delle rotazioni 9, ,« sono indicati dalle freccie di fig. 1. I coefficienti che 
definiscono l’azione aerodinamica saranno espressi nella forma adimensionale 
ormai consueta nella teoria delle vibrazioni dell’ala: come gid si ¢ accen- 
nato, riporteremo soltanto guei coefficienti per i quali il noto metodo 
approssimato che utilizza le formole valide per il moto permanente da valori 
lontani dal vero. 


Le espressioni dei coefficienti relativi al moto di traslazione parallela 
a y, sono “ 

Vi Op 7 , Cr TA (A— 2 
Vee = ) Ain 


mo es ay (kt 2) 


indicando con 7 e % la velocita e l’accelerazione del moto, con a» l’inci- 
denza dell’ala nel moto di regime, e con k, una funzione dell’allungamento 
alare A = b2/S (S é la superficie dell’ala), i cui valori sono riportati nel 
diagramma di fig. 2. La portanza in fase con 7 si pud interpretare come 


F om Vo 0G 
una forza d’inerzia dovuta ad una massa addizionale ma = — pSb-( ee a 
ee) 
che oscilli solidamente coll’ala: ma risulta praticamente sempre negativa e 
tanto maggiore in valore assoluto, quanto pil elevato ¢ l’allungamento. 
Il metodo approssimato avrebbe dato ma = 0, mentre, calcolando l’azione 


(1) I coefficienti di portanza cp e di resistenza cr sono riferiti a eSV2,e sono positivi 
se portanza e resistenza sono dirette nei versi positivi degli assi y e x rispettivamente. 
A proposito della resistenza, si deve osservare che si tratta naturalmente della sola resi- 


stenza indotta. 
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aerodinamica su ciascuna corda colle espressioni della teoria rigorosa del- 
lala infinita, si avrebbe per o> 0, ma infinito come log w “): basta questo 
esempio per convincersi che, per avere valori soddisfacenti per tutti i coefh- 
cienti aerodinamici, ¢ indispensabile lo studio rigoroso del moto non stazio- 
: OG. see 
nario dell’ala finita. Per quanto riguarda il coefhciente V, ——, é interessante 
o% 


osservare come, ricorrendo alle note formole valide per il moto stazionario, 


Ks |Kp  1kq 


0.004|- 0.10\- 020 _— 


0.002 
0 O} 095 
-0.002 z 
-anol O10 | | 
& 6 8 10 ) 12 
Big. 2 
oo A n . : OCy 
eG Mas AN! i mea (xn — sa si ottenga il valore V, pa: 
4 TA : ; 
= (aye am, che € completamente diverso da quello esatto. La resistenza 


in fase con 7 e il momento di beccheggio si possono trascurare. 

Nel moto di traslazione parallela a x, le uniche azioni che non siano 
trascurabili sono la portanza in fase con &, per cui si pud ricorrere al 
metodo approssimato, e la resistenza di profilo in fase con &, determinabile 
col metodo della striscia. 


(1) A prima vista, il procedimento di ricorrere alle formole valide per lala infinita 
parrebbe abbastanza soddisfacente. Bisogna perd osservare che nella (4) compare la espres- 
sione di w nei punti a monte dell’ala, sino all’ infinito: ora, per x =—co, w (%) =o thee, 
per cui l’ipotesi dell’ala infinita, che darebbe invece w(x) =~ 1/x, conduce a calcolare 
integrale in modo assai diverso dal vero. 


I coefhicienti che definiscono l’azione aerodinamica corrispondente al 
moto di beccheggio, cioe alla rotazione attorno all’asse z, sono“): 


aM si HUN nares Mog eonict | 3° 
b 8a Se toa Do, Ne ou mga, fo ach 
Or ATA Vo Or R2 


30. is (A se 2)? Xin ’ res a = 3 m(A 4 2) (A is 5) hin 


essendo k, il coefficiente definito dal diagramma di fig. 2. Col metodo della 
Wie ep : 16 Vo md aye) 3 
Gs OU = STAN I OU aioe 4 TA 


divergenze con i valori esatti sono assai sensibili. Colle espressioni rigorose 


striscia sarebbe come si vede, le 


a ats te : : mb . Wie Op 
per Vala infinita, si ottiene per V,—— il valore esatto, mentre —— = — 
ele b Oa 

é ancora, come mma, infinito come logw per m = 0. 


Per il moto di rollio (rotazione attorno all’asse x) ¢ @: 


v. OConr rs, k We Gm: ee TA (A — 2) a 
26 eee im Bo” Pa Gene nO) eee 


b> =o 


mentre il momento d’imbardata in fase con ¢ é trascurabile. Il coefficiente 


Ne Obsnr Cees Serna di ar : 
i aes rappresenta un’azione che ha i caratteri di una coppia d inerzia. 
J 9 


: 2 Ae 3 V*  OCmr 
dovuta ad un momento d’inerzia addizionale Ja = oh ( is or ier 


A> 6 circa, Ja & negativo, cambiando segno per A<6, di modo che per 
gli ordinari allungamenti (A = 7 circa), Ja risulta, appena il carico alare sia. 
forte, quasi trascurabile. 

Le espressioni dei coefficienti che definiscono Vazione corrispondente 
al moto @’imbardata, cioé alla rotazione intorno all’asse y, sono, con grande 


approssimazione, 

Omi ees 4 Ain 3 toy A— 2 iy 

ee (ene 
Vs OC mi 2&khm 8 3 TAOS We OCmr we TTA (A +- 3) on 
Dap +2) 8AF2904TH’ F a 8A+2)044) 


(1) Il coefficiente di momento di beccheggio (cioeé attorno all’asse %) cmb € riferito 
a 0 Slin Vs, essendo Im la corda media (Im = S/b), ed & positivo se agisce in senso roniearte 
a quello indicato dalla freccia di fig. 1 per « (sono positivi i momentt picchianti). ; 

(2) I coefficienti di momento di rollio cmr e @’imbardata ¢mi sono riferiti a pSDV,, e 
sono positivi se i momenti agiscono in senso contrario a quello indicato per g ¢ dalle 
freccie di fig. 1. 
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indicando con 8 il diedro trasversale dell’ala e con h il valore che assume 


VW 


; oC ; ar : 
il coefficiente sale per 6 =0. La teoria del Prandtl non é in grado di 
Cc 


determinare h; del resto, tutte le teorie sinora tentate per lo studio dell’ala 
in deriva non hanno dato risultati soddisfacenti, ssicché @ necessario assumere 
per h il valore dato dalle esperienze eseguite nel moto stazionario. 
A P ; Cnr oCmr 
Per il moto di traslazione parallela a z, é V, 3 oes mentre 
Cc Cc 

le azioni in fase con © sono trascurabili: il coefficiente di momento d’imbar- 
data in fase con ¢ ha l’espressione: 


Omi z. D) mn (A — 2) mn a 


Yo 5 = apes 
at 5 OF2G+a) Tt js 


A+ 2 


4. E interessante conoscete anche il campo di velocita a valle della 
superficie portante, in modo da dedurre V influenza che il moto dell’ala 
esercita sui piani di coda. Per semplicita, ci si & limitati a calcolare la 
velocita v; indotta dall’ala nei punti dell’asse x (gli assi sono riferiti all’ala) ; 


on : oe at b 
si_€ ottenuto come espressione di v; nel punto di ascissa x = rye sempre 


nell’ ipotesi dell’ala ellittica: 


Ui Cp 


. = 4E P 2 b= K a 
(5) ieee ees 2— Fe + 2io(E+2 5 )+ Fico] 


essendo ¢» il coefficiente di portanza dell’ala, 4 il suo allungamento, e K , E 


1 noti integrali ellittici completi relativi al parametro k= 1/1 + &. Il metodo 
approssimato, che utilizza le formole del moto permanente, darebbe per v; 
il valore che si ottiene dalla (5) facendo w =o: si viene cosi a trascurare 
un termine che nelle oscillazioni di beccheggio rappresenta un’azione smorzante 
notevole. Infatti, coi dati corrispondenti ai casi che si presentano in pratica, 
pet un’oscillazione di beccheggio attorno all’asse baricentrico del velivolo, 
quest’azione smorzante pud rappresentare anche il 20 °/, del momento smor- 
zante complessivo. 


See PAO) yaa 


Geologia (Paletnologia quaternaria). — Una serie di nuovt 
gtacimentt plerstocenict e patleolitict in grotte litoranee del Monte 
Circeo™. Nota™ di A.C. Buanc, presentata dal Corrisp. S. Serat. 


Ho reso noti i primi risultati delle campagne di ricerche e di scavo intra- 
prese per iniziativa dell’Istituto Italiano di Paleontologia umana sulle coste 
del Monte Circeo &), 

Negli anni 1937 e 1938 sono stati proseguiti nella Grotta delle Capre 
ed in quella del Fossellone gli scavi, di cui vengono in appresso riassunti 
i risultati, e sono state estese le ricerche esplorative lungo la costiera, dalla 
Torre del Fico a Torre Paola. E stata cosi accertata l’esistenza di una 
serie di nuovi giacimenti pleistocenici, costituiti da formazioni detritiche e 
brecciose di riempimento di cavita litoranee, contenenti fauna e flora fossile, 
associate ad industrie paleolitiche. 

Delle cavita suddette, che sul tratto di costiera fino ad ora esplorato 
assommano a 31 e che vengono in appresso elencate e brevemente descritte, 
solo quattro (Grotta di Torre Paola, Grotta della Maga Circe, Grotta del- 
’'Impiso, Grotta delle Capre), erano note, sia per le osservazioni ivi com- 
piute dal Brocchi™, e dall’Issel ‘, sia per le loro bellezze naturali. Alcune 
altre (Grotta del Bombardiere, Grotta del Presepio ecc.) sono note con questi 
nomi ai pescatori che frequentano la scogliera. 


1. GROTTA SPACCATA DI Torre Paota. — Pochi metri a sud della 
Torre Paola esiste una fenditura sub—verticale del calcare liasico, larga alla 
base circa 7 metri ed alta oltre 40 metri. Le sue pareti mostrano, all’altezza 
di circa 10 metri, un antico solco marino fino al quale giungono perforazioni di 
litodomi. In epoca posteriore alla formazione di detto solco la grotta ¢ stata 
interamente riempita con formazioni detritiche subaeree, di cui alcuni lembi, 
cementati, sono conservati sia nella sua parte piu interna, sia in alcuni punti 
lungo le pareti. Una grande massa brecciosa costituisce, ad oltre 25 metri 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto Italiano di Paleontologia umana. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 23 settembre 1938. 

(3) A. C. Branc, Fauna a Ippopotamo ed industrie paleolitiche nel riempimento delle 
grotte litoranee del Monte Circeo. — I. La Grotta delle Capre. — Il. La Grotta del Fossel- 
Jone. « Rendiconti R. Accademia Nazionale dei Lincei», vol. XXV, ser. 6°, 19 sem., fasc. 2, 
1937: 

(4) G. B. Broccut, Catalogo ragionato di una raccolta di rocce ecc. Milano, 1817, p. 83. 

(5) A. IsseL, Le oscillazioni lente del suolo 0 Bradisismi. Saggio di Geologia storica. 
Genova, 1883, p. 205 e sgg. 

(6) G. Cappont, I] promontorio Circeo illustrato con la Storia. Velletri, 1856, p. 107. 
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sul mare, un setto che divide la spaccatura in due vani, uno inferiore, oggi 
“invaso e parzialmente svuotato dal mare, ed uno superiore, che é accessi- 
bile procedendo a Sud, oltre la Torre Paola, sullo stradello che accede alla 
medesima. 


2. GROTTA APERTA. — Sotto un dirupo di un centinaio di metri, costeg- 
giando a sud della Batteria di Paola, si vede una insenatura ingombra di 
grandi massi franati. Sia i residui di questa frana, sia la parete di fondo, 
tutta ricoperta di stalagmiti, indicano che ivi doveva esistere in passato una 
grotta molto spaziosa, che ¢ stata invasa e demolita dal mare. Una conoide 
di detriti, a nord, pud forse nascondere una parte dell’antico riempimento 
della grotta. 


3- Grotta DELU’IsoLotro. — Questa grotta, invasa e svyuotata dal mare, 
mostra, nelle pareti pit riparate della cavita, qualche lembo di un antico 
riempimento detritico, cementato ed aderente alle pareti. 


4. GROTTA DEL BomBARDIERE. — Cavita yuota, invasa dal mare. 


y- GrotTa Breuit. — In una piccola insenatura, situata a ridosso della 
estremita nord—ovest del Precipizio, si apre questa grotta, larga circa 12 metri, 
il cui suolo emerge di circa 6 a 8 metri sul livello del mare. Le sue pareti 
mostrano perforazioni di litodomi. La sua parte anteriore, profonda 22 metri, 
€ stata svuotata dalle azioni marine, ed & ingombra di grandi massi franati. 
Nella sua parte pil interna, invece, é conservato il riempimento detritico 
che doveva un tempo colmare tutta la grotta. Esso costituisce una ripida 
scarpata di terreno bruno incoerente, di circa 8 metri di altezza e circa 
10 metri di larghezza, ai piedi della quale si raccolgono frammenti di ossa 
fossili ed industria paleolitica. Una serie di saggi compiuti a varie altezze 
nella scarpata detritica ha accertato la presenza di ricchi focolari contenenti 
fauna fossile (Rhinoceros, Equus, Cervus, Bos ecc.) ed industria del tipo paleo- 
litico litoraneo, git da me segnalato nell’Agro Pontino ©) e nella Grotta del 
Fossellone *), prevalentemente pontiniano. La parte interna della grotta, col- 
mata dal riempimento intatto, si approfonda per oltre dieci metri, diraman- 
dosi in antri e cunicoli secondari. L’esistenza di questa grotta e la presenza 
in essa di resti di fauna e di industria mi sono state segnalate dalla signo- 
rina Anna Mack. 


6. GRoTTA DELLA Maca Circe. — Questa grotta, che si apre con una 
ampia cupola, larga circa m. 40 X 40, ed alta da 30 a 40 metri, & accessibile 


(1) A. C. BLanc, Nuovi giacimenti paleolitici del Lazio e della Toscana. « Studi 
Etruschi», vol. XI, Firenze, 1937. 
(2) A. C. Branc, Fauna a Ippopotamo ecc. 
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dal mare per mezzo di due basse ed anguste aperture, che immettono nel 
vano centrale invaso dal mare ed ingombro di grandi massi di calcare e di 
breccia franati dalla volta. La grotta dev’essere stata un tempo interamente 
riempita di formazioni detritiche, di cui alcuni lembi sono rimasti cementati 
alle pareti, o formano crostoni stalagmitici, i quali per la demolizione della 
parte basale del riempimento, operata dal mare, sono oggi sospesi sul vuoto. 
La grotta possiede anche un’apertura superiore. 


7. Spiaccia pet Bomparpiert. — In una insenatura, che si apre con una 
spiaggetta di ciottoli calcarei, poco a sud della grotta precedente, esiste un 
antro poco profondo, riempito alla base, che é situata a pochi metri sul 
livello del mare, da un conglomerato di grossi ciottoli marini, fortemente 
cementati, residuo di una spiaggia fossile. 


8. Grorra DEL RimpomBo. — Questa piccola grotta, che si apre oggi 
sul mare, possiede un riempimento detritico terroso cementato in breccia, 
che & stato parzialmente asportato dalle azioni dinamiche litoranee le quali 
ne hanno sezionato la fronte. 


A sud della grotta n. 8 Ja costiera & costituita da masse imponenti di 
breccia calcarea, formata dalla cementazione di detriti rocciosi franati dalla 
parete sovraincombente. Questi lembi di breccia, la cui base é stata sotto- 
posta alla demolizione dagli agenti marini ed atmosferici, formano una serie 
di aggetti e di cavita, la cui esplorazione € stata rinviata ad una prossima 
campagna di ricerche. Proseguendo a sud della zona di brecce suddetta, un 
tratto di parete, volto ad ovest, mostra una serie di cinque grotte, adia- 
centi Puna all’altra. La chiamerd la Scogliera delle Cinque Grotte. 


g. Grotra pet Tre Luici. — La prima delle cinque grotte & costi- 
tuita da una fessura obliqua contenente residui di un riempimento detritico 
cementato. 


10. Grorra ANNA. — Questa cavita che si apre poco a sud della pre- 
cedente, contiene lembi importanti di riempimento detritico terroso, cemen- 
tato in forma di breccia, poggiante su una spiaggia fossile. Il riempimento 
subaereo contiene fauna fossile ed industria del tipo paleolitico litoraneo. 
La sua parte visibile culmina con un esteso lastrone stalagmitico che, per 
Vasportazione della base di riempimento, ¢ oggi sospeso sul vuoto. Anche 
questa grotta mi € stata segnalata dalla signorina Anna Mack. 


rr. GROTTA DELLA Fessura. — Questa cavita contiene piccoli lembi di 
un riempimento detritico, cementato In forma di breccia, posteriore all’in- 
cisione di un solco marino con perforazioni di litodomi, visibile sulle pareti. 


12. GROTTA DELLE Pate. - Stretta ed alta, questa cavita, che é stata 
quasi interamente svuotata dal mare, contiene alcuni piccoli lembi brecciosi 
cementati sulle pareti, residui di un riempimento detritico che doveva in 
passato colmarla interamente. 


13. Piccola grotta sospesa a qualche metro sul livello del mare, situata 
all’estremita meridionale dalla scogliera, contenente residui di un riempimento 
detritico cementato. 


14. GRoTTA DEI Pesci. - Questa fessura, situata a sud del promon- 
torio meridionale della Scogliera delle Cinque Grotte, é larga 8-10 metri, 
ed alta circa 20 metri. Le sue pareti presentano perforazioni di litodomi. 
Del riempimento detritico che doveva un tempo riempirla interamente sono 
conservati soltanto alcuni lembi cementati nel terzo superiore della grotta, 
a cui base ¢ invasa ed é stata svuotata dal mare. 


15. GROTTA DELL’ALABASTRO. — A sud-est della Cava di alabastro 
esiste un antro generato dalla demolizionc della parte basale di un lembo 
di conglomerato breccioso. Sembra che non contenga riempimento detritico. 


16 € 17. Grotte pt Torre Cervia. — Ai piedi della Torre Cervia 
(Torraccia) esistono due grotte, basse e profonde, completamente svuotate 
dal mare che ne ha invaso le cavita. Solo alcuni lembi di spiaggia fossile, 
conglomerati e cementati, sono rimasti aderenti, in prossimitd delle aper- 
ture, sulle pareti, che mostrano perforazioni di litodomi, testimonianti una 
antica linea di riva pil elevata dell’attuale. 


18. GRoTTA DELL’Acquario. - Una terza grotta, adiacente alle prece- 
denti, € invece situata di poco sopra al livello del mare, e contiene alcuni 
metri cubi di riempimento detritico fortemente cementato e protetto da rive- 
stimenti mammellonari stalagmitici, contenente fauna fossile, frammenti di 
carbone e di industria del tipo paleolitico litoraneo. Le sue pareti ed il suo 
sofhtto mostrano perforazioni di litodomi. 


19. GrotTa pet Faro. - Piccola cavitai situata ad est del Faro, com- 
pletamente svuotata dal mare. Sono visibili esternamente alcun} lembi di 
riempimento detritico cementato. 


20. GrotTa Etena. — Durante la prosecuzione degli scavi della Grotta 
del Fossellone “) la rimozione della parte posteriore della scarpata nord— 


(1) A. C. BLanc, Fauna a Ippopotamo ecc. e Un giacimento aurignaziano medio nella 
Grotta del Fossellone al Monte Girceo. « Atti Congr. Soc. It. Progr. Scienze», Bologna, 1938 
(in corso di stampa). 
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ovest ha reso accessibile un basso e stretto cunicolo, diretto ad ovest. 
Strisciando carponi, dopo circa 10 metri, si accede ad un ampio vano, di 
circa m. 20 X 20, ornato da belle formazioni stalagmitiche attive. Il suolo, 
solo parzialmente cementato da veli stalagmitici, ¢ terroso, di colore bruno. 
In superficie, perfettamente liberi, ho raccolto denti di Capra ibex e di 
Actomys (2) ed alcune lame di selce. Un piccolo saggio di scavo ha fornito 
inoltre alcuni frammenti di carbone, di ossa fossili, e di selce scheggiata. 
Questa grotta, le cui pareti mostrano perforazioni di litodomi, doveva comu- 
nicare con il Fossellone, da cui ritengo essa sia oggi separata soltanto dalla 
massa del riempimento detritico, comune alle due cavita. Essa possedeva 
inoltre un’apertura superiore, a camino, oggi chiusa da formazioni brecciose. 
I] ritrovamento dello Stambecco, della Marmotta e delle lame silicee in super- 
ficie testimonia che il ricoprimento e Ja cementazione dell’apertura e quindi 
Varresto del riempimento della grotta data dal Pleistocene, dopo di che essa 
era rimasta chiusa ed inviolata. 


21. GROTTA DEL FossELLONE. — Gli scavi del 1937 e 1938 hanno accer- 
tato la presenza di un potente lembo di riempimento, intatto, a ridosso della 
sua parete nord—ovest ‘). Esso contiene, sovrapporti in stratigrafia: 


alla base un complesso di strati musteriani del tipo pontiniano, con 
Rhinoceros, Bos, Cervus, Equus ecc.; 

uno strato sterile; 

uno strato contenente industria aurignaziana media, di tipo circeiano, 
con la « punta di Aurignac », associata a Equus bydruntinus, Bos, Cervus, 
Capra ibex ecc.; 

uno strato superiore, che non ha ancora fornito industria, con Capra 
ibex e Arctomys (2) (la cui altimetria corrisponde agli strati supeficiali della 
Grotta Elena, con i quali esso trovasi verosimilmente in continuita). 


Gli antri Aguet e Obermaier hanno continuato a fornire copiosa fauna 
(Rhinoceros, Hyaena, Cervus, Bos, Equus hydruntinus ecc.) ed industria cir- 
ceiana, con vari frammenti di punte di Aurignac. 

Il ritrovamento dei due livelli musteriano ed aurignaziano sovrapposti 
in stratigrafia, conferma la diversita dei lembi di riempimento_primitiva- 
mente rinvenuti e scavati negli antri Jourdan e Obermaier, diversita che avevo 
affermata su basi tipologiche. Appare oggi chiaramente che questi lembi non 
sono che il residuo del riempimento detritico che colmava interamente il 
Fossellone, come lo testimoniano i terreni cementati che aderiscono alle 
pareti presso l’apertura marina della grotta, fino all’attuale livello del mare, 


(1) A. C. BLanc, Un giacimento aurignaziano imedio ecc. 
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ricoprendo le perforazioni di litodomi ed i solchi marini che sono stati incisi 
durante una pil antica immersione della caverna. 


22. GROTTA DELL’ImpIso. — Questa spaziosa cavita é costituita dalla 
demolizione della base di un potente lembo di conglomerato breccioso che 
& oggi sospeso sul vuoto, e costituisce il soffitto della « grotta », invasa dal 
mare. Sulle pareti laterali, la cui base é formata dal calcare liasico in posto, 
é visibile Pincisione di un’antica superficie di erosione marina nel calcare 
stesso, ricoperta da una spiaggia marina fossilifera, alla quale si sovrappone 
la massa dei detriti calcarei angolosi costituente il conglomerato breccioso 
superiore. 


23. GROTTA DELLE Capre. - La prosecuzione degli scavi ha confermato 
le osservazioni gia note “). 


24. GroTTa Azzurra. — Interamente invasa e vuotata dal mare, questa 
grotta spaziosa, e profonda circa 30 metri, si apre con una bassissima e 
stretta apertura e, come la grotta omonima di Capri, € accessibile in barca 
solo in tempo di bonaccia. 


25. Pochi metri a est della precedente si nota un piccolo vano, poco 
profondo, completamente vuoto. 


26. GRoTTA DEL PresEpio. — Questa cavita, il cui suolo emerge di 
qualche metro sul mare, ha conservato una buona parte del suo riempi- 
mento che € stato avviluppato e protetto da veli mammellonari stalagmitici. 
Il riempimento cementato in breccia, contiene fauna fossile ed industria del 
tipo paleolitico litoraneo. A sinistra entrando ho estratto dallo stesso strato 
un raschiatoio a muso, un doppio raschiatoio su lama ed una scheggia di 
tipo musteriano, con il piano di percussione preparato. L’associazione di questi 
tipi mi fa ritenere che questa grotta contenga livelli circeiani (aurignaziani 
medi) analoghi a quelli della Grotta del Fossellone. Sempre sulla sinistra, 
attraverso una fessura, é visibile una diramazione della grotta, la cui esplo- 
razione € stata rinviata ad ulteriori ricerche. 


27 e 28. Piccole grotte vuote. 
29. GROTTA DEL Cervipe. — Piccola, profonda e parzialmente invasa 


dal mare, questa cavita conserva, nella sua parte piu interna, un lembo di 
tiempimento detritico cementato, nel quale é visibile una mascella intera 


di Cervide. 


(1) A. C. BLanc, Fauna a Ippopotamo ecc. 
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30. Grotta Sreranini. - Sotto la Torre del Fico vi sono due grotte, 
di piccole dimensioni, il cui suolo & di qualche metro pit elevato del livello 
del mare e che mostrano entrambe una sezione del loro antico riempimento 
detritico messa in evidenza dalla demolizione marina. Quella di sinistra con- 
tiene, alla base, un lembo di spiaggia marina fossile, ricoperto da una terra 
violacea, poi uno strato di limo sabbioso stratificato, quindi un nuovo livello 
di terra rosso-violacea, ricoperto da un altro stato di limo sabbioso stratificato. 
Vi si sovrappone un complesso di detriti rocciosi cementati in una terra 
brunastra. Nello strato pit alto di limo stratificato é visibile, cesellato dal- 
Verosione marina, un cranio di Bovide, col frontale e le corna quasi inte- 
ramente conservate ed ancora in parte immerse nella roccia. Il riempimento 
contiene, in vari livelli, fauna fossile e industria di tipo paleolitico litoraneo. 
La stratigrafia dei depositi contenuti in questa cavita mostra qualche analogia 
con quella della Grotta delle Capre, con cui potra essere utilmente confrontata. 


31. Grotra pi Torre pet Fico. — La seconda grotticella adiacente, verso 
sud, a quella precedente, mostra anch’essa alla base un lembo di’ spiaggia 
marina fossile, al quale si sovrappone un riempimento detritico cementato, 
contenente fauna fossile ed industria del tipo paleolitico litoraneo. 


Da quanto sopra esposto risulta che la costiera del Monte Circeo con- 
tiene, fra Torre Paola e Torre del Fico, un complesso imponente di giaci- 
menti pleistocenici, fertili di fauna e flora fossile e di industrie paleolitiche, 
tanto piu significativi in quanto possono essere messi in relazione cronolo- 
gica con le oscillazioni della linea di riva marina durante il Quaternario. 
Prossime campagne di ricerca saranno svolte ad esplorare le falde orientali 
e settentrionali del monte, ed anche le parti pil elevate della costiera occi- 
dentale e meridionale, di cui sono state prese in considerazione, nella pre- 
sente Nota, soltanto le cavita strettamente litoranee. 

Le grotte sopra elencate, che si aprono ad altezze comprese fra zero e 
20 metri sul livello del mare, testimoniano quasi tutte, con solchi marini e 
perforazioni di litodomi, di un’antica linea di riva marina, pil elevata del- 
Yattuale, le cui traccie sono state rilevate fino a circa 15 metri sul livello 
-del mare. Esse testimoniano inoltre, concordemente, che la linea di riva 
marina si ¢ in seguito abbassata, ad un livello inferiore a quello odierno: 
durante questo periodo si & compiuto il riempimento delle cavita litoranee, 
con detriti terrosi, sabbiosi e rocciosi, fertili di fauna e di industria, che 
si sovrappongono spesso ai lembi di spiaggia fossili. Questi riempimenti 
subaerei scendono talvolta (Grotta del Fossellone) fino al livello attuale del 
mare e sono spesso letteralmente sospesi sul vuoto. E evidente che le con- 
dizioni attuali delle grotte, il loro parziale svuotamento e la messa in evi- 
denza della loro stratigrafia sono opera del ritorno trasgressivo del mare, dal 
livello inferiore sopra accennato, a quello attuale. 
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La presenza di fauna a Ippopotamo e Rinoceronte e di industria di tipo 
musteriano negli strati basali del riempimento detritico delle grotte induce 
ad attribuire al Tirreniano la precedente fase di livello marino pit elevato 
dell’attuale, durante la quale sono stati incisi i solchi marini, sono state per- 
forate dai litodomi le pareti delle grotte, e si sono deposte sul loro fondo 
le spiagge fossili, che formano spesso la base del loro riempimento. I depo- 
siti subaerei terrosi e brecciosi sovrapposti sono attribuibili allepoca della 
regressione marina post-tirreniana, il cui clima glaciale e testimoniato dalle 
faune a Stambecco, e, nei livelli pit alti, a Marmotta (?). Durante questo Gla- 
ciale post-tirreniano ¢ scomparsa per sempre Ja fauna calda pleistocenica ed 
€ comparso, a sostituituire il Musteriano, il Paleolitico superiore, con un 
tipico Aurignaziano medio; quindi, parallelamente alla fusione progressiva 
dei ghiacciai pleistocenici, la trasgressione fiandriana “ ha riportato il livello 
del mare al suo livello odierno, determinando, con il ritorno offensivo della 
linea di riva, la demolizione dei terreni deposti durante l’emersione glaciale 
della piattaforma continentale, demolizione che ha raggiunto i piedi della 
scogliera attuale, ove alcune cavita litoranee ci hanno conservato, come in un 
prezioso archivio, la serie dei terreni, delle faune, delle flore e delle indu- 
strie umane che si sono susseguite nella regione circea durante il corso 
dei lontani millenni. La successione degli eventi geologici e paleoclimatici 
post-tirreniani, indicati dalla posizione topografica e dalle condizioni attuali 
di questi giacimenti, dalle caratteristiche litologiche della serie dei terreni 
e dalla successione delle faune, é analoga, anche nei dettagli, a quelle di altri 
classici giacimenti costieri mediterranei, come le Grotte dei Balzi Rossi di 
Grimaldi e la Grotta Romanelli in Terra d’Otranto®. Ho gia esposto 
altrove G) le ragioni che mi inducono a considerare coeve queste serie stra- 
tigrafiche. I nuovi giacimenti litoranei del Monte Circeo confermano nuova- 
mente, con copiose e concordanti testimonianze, il carattere generale ed 
il sincronismo delle oscillazioni della linea di riva marina mediterranea 
dopo il Tirreniano, aggiungendo un nuovo e valido argomento in favore 
della teoria dell’eustatismo glaciale. 


(1) A. C. Branc, La stratigraphie de la plaine cotidre de la basse Versilia (Italie) et 
la transgression flaudrienne en Méditerranée. « Revue de Geogr. phys. et de Géol. dyn.», 
IX, fasc. 2, Parigi, 1936. 

(1) M. Bouts, Les Grottes de Grimaldi, I. Géologie et Paléontologie. Monaco, 1906. 

(2) G. A. BLanc, Grotla Romanelli, I e II. «Arch. per l’Ant. e )’Etn. ». Firenze, 
vol. L, 1920 e vol. LVIH, 1928. 

(3) A. C. BLanc, Sulla penetrazione e diffusione del Paleolitico superiore in Europa ed in 
Italia, in funzione della Paleoclimatologia e Paleogeografia glaciali. « Quartar», I. Berlino, 1938. 
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Fisiologia (Chimica biologica). —- Rzcerche sperimentali sul 
liguido seminale. — VII. Sul comportamento della conduttivita 
elettrica del liguido seminale in funzione della temperatura. 
Nota” di V. Zacami, presentata dal Corrisp. S. BaG Liont. 


In due precedenti Note G) abbiamo riferito, che il liquido seminale 
umano presenta, a 20°C. di temperatura, una conduttivita elettrica spe- 
cifica (x) media compresa tra 88.04 X 10-4 e 107.50 X 10-4 mhos, e 
che il liquido seminale di cane, pure a 20°C., presenta una conduttivita 
medid.comprésa/ tra 129.1 << 1074+ e 138.0 K 10—4mhos: 

Tenendo presente che la temperatura ha una grande influenza sulla 
conduttivita elettrica, con nuove indagini, di cui intendiamo appunto riferire 
i risultati nella presente Nota, abbiamo studiato il comportamento della 
conduttivita elettrica del liquido seminale di uomo e di cane in funzione 
della temperatura. Cid allo scopo di conoscere, in primo luogo, la effettiva 
conduttivita del liquido in parola alla temperatura di 37-38°C. (che piu 
interessa dal punto di vista fisiologico), e di accertare, in secondo luogo, 
se, al pari della conduttivita degli elettroliti, quella del liquido seminale 
(pur cosi complesso) aumentasse linearmente col crescere della temperatura. 

E noto infatti che le variazioni della corduttivita elettrica degli elet- 
troliti in funzione della temperatura possono essere espresse dalla formula 
lineare generale 


%o = % (1 + a), 


© pil precisamente, poiché le determinazioni da Kohlrausch sono state fatte 
a 18°C., dalla formula 


Xo == %yg0 (1 =P = 15°); 


ove xo & la conduttivita alla temperatura 1° e c é il coefficiente di temperatura. 
In soluzione acquosa il coefficiente di temperatura é diverso per le 
diverse sostanze: per temperature medie e in soluzioni diluite esso & 0.020— 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Chimica biologica della R. Universita di Roma. 

(2) Pervenuta all’Accademia il 2 settembre 1938. 

(3) V. Zacamt, Ricerche sperimentali sul liquido seminale. — V. Pressione osmotica, 
conduttivita eletlrica e concentrazione in iont H+ del liquido seminale umano. « Rendiconti 
della R. Acc. Naz. Lincei», vol. XXVII, ser. 62, 1938, p. 603; VI. Pressione osmotica, 
conduttivita elettrica e concentrazione in ioni H+ del liquido seminale di cane. «Ibidem », 
vol, XXVII, ser. 64, 1938, p. 625. 
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0.023 per.i sali, 0.009-0.016 per gli acidi e certi sali acidi, 0.019-0.020 
per gli alcali caustici; ossia, per ogni grado di aumento della temperatura 
si ha, a seconda della sostanza, un aumento della conduttivita da 0.9 a 
2.3 °/o. Per il siero di sangue Bugarszky e Tangl stabilirono, che per 
ogni grado di aumento della temperatura la conduttivitd elettrica si eleva 


pe), 2521 9): 


Le nostre indagini, per come abbiamo detto, sono state condotte sul 
liquido seminale umano e sul liquido seminale di cane. 

Il liquido seminale umano é stato raccolto al solito nell’accoppiamento 
normale, e i vari campioni, su cui sono state eseguite le determinazioni, 
provenivano da quattro differenti soggetti. Il liquido seminale di cane é 
stato raccolto col metodo della vagina artificiale, e i campioni provenivano 
da due differenti soggetti. Nei due casi, per la raccolta del liquido, si ¢ 
seguita sempre la tecnica da noi precedentemente descritta @. 

Le determinazioni della conduttivita elettrica sono state fatte mediante 
il ponte di Weatstone, secondo il metodo di Kohlrausch, adoperando un 
vaso di resistenza di piccole dimensioni, di cui si controllava frequentemente 
la capacita di resistenza con soluzione 0.1 N di KCl. 

Durante le determinazioni il vaso di resistenza rimaneva immerso in 
un bagno di acqua, di cui si faceva variare opportunamente la temperatura. 
Su ogni campione di liquido una prima determinazione era fatta sempre 
alla temperatura di 18° C.; le determinazioni successive erano fatte a tem- 
perature sempre pit elevate - come per ogni esperienza é specificato nelle 
annesse tabelle — fino a 38°C. Spesso le determinazioni venivano ripetute, 
durante il successivo periodo di raffreddamento del liquido, alle stesse 
temperature gia esplorate durante il periodo di riscaldamento. 

Sulla base dei dati cosi assunti, valendoci della nota formula 


%j0 —— Xyzg0 


MT, Boi BA 


abbiamo calcolato il valore del coefficiente di temperatura (c) distintamente 
per il liquido seminale umano e per il liquido seminale di cane. 

Nella. tabella I sono riportati i valori ottenuti sperimentando sul liquido 
seminale umano, e nella tabella II quelli ottenuti sperimentando sul liquido 
seminale di cane. 


(1) Bucarszky £ TANGL, citati da F. Borrazz1, Principii di Fisiologia. Vol. I, Soc. 
Ed. Libr. Milano, 1906. 

(2) V. Zacami, Ricerche sperimentali sul liquido seminale, — 1. Sul valore del pH del 
liquido seminale wumano normale. « Rendiconti della R. Acc. Naz. Lincei», vol. XXV, ser. 68, 
1937, p. 268; IV. Sul valore del pH del liquido seminale di cane. «Ibidem», vol. XXVII,. 


ser. 62, 1938, p. 597. 
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TaBELLa I. 


Liquido seminale umano. 


eT TE ome Aces eh 


ae takes 


Numero G a & : Numero O A 3 A 
progressivo £9 ij Coefficiente progressivo s SOF Coefficiente 
= S Boo termico a = = 2b termico 
N je) s 5 ra N ° SS Ss 4 
§ & o 38 x en % 19° — x 18° § = 5 38x Mae x19 — x 18° 
5 88 a S#* % 18°(i—18°) || Bp 8 GHxX | %180(—180) 
2 a H a) 6 % is o 
18°.0 gI.4. = 18°.0 100.5 = 
Ae; 107.0 0.02548 20°.2 105.7 0.02352 
29°.0 LeieyA 0.02586 25°.0 116.9 0.02331 
I Z, 
: 32°.8 126.7 0.02598 5 29°.1 128.2 0.02483 
B58 132.0 0.02583 B20 136.1 0.02495 
» Be 130.7 0.02582 bess 150.2 0.02498 
| Media 0.02579 | Media 0.02432 
18°.0 95.1 — eo 96.7 a 
20°.0 100.0 0.02576 23°.3 109.3 0.02458 
BI5e 113.5 0.02580 2390 110.2 0.02493 
2 ih eh RIO) 119.6 0.02576 6 Bh BPs 119.4 0.02471 
30°.8 126.7 0.025096 31°92 129.5 0.02560 
BA 136.5 0.02620 B50: 138.5 0.02543 
\ 38°.0 145.0 0.02623 38°.0 145.6 0.02520 
| Media 0.02595 | Media 0.02507 
eo a | 
(olor. 94.7 — 18°.0 97.3 — 
| 26°.6 114.7 0.02456 | 24°.6 112.8 0.02414 
3 I 30°.8 125.5 0.02540 7 i PICO) 120.6 0.02395 
| 34 132.0 0.02462 ] 30°.2 126.6 0.02468 
Bi 139.4 0.02484 Wey ee: 146.0 0.02540 
| Media 0.02485 | Media 0.02454 
| 180 | 
Kee) 99.4 aa 18°.0 92.0 — 
| 25°.0 116.2 0.02414 | 20°. 4 97.5 0.02480 
4 Bee eS 125.0 0.02525 8 4 1 24°8 107.5 0.02478 
] SOK) 13 sei 0.02584 ] 30°.1 120.6 0.02569 : 
Wr 3eOr 149.2 0.02583 Veet eee ae yaks 0.02548 
| Media 0.02526 Media 0.02519 
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TABELLA II. 


Liquido seminale di cane. 


Numero G ae Numero Gj = & 
progressivo 3 SScay Ss Coefliciente rogressivo 3 SOT Coefficiente 
Sea a. ats Bee o 
g Z & SSeS) termico a is 2 B20 termico 
a he, 5 S| Nia bs} eo 
ee ON FeO Fd iad eae OCC S | oix |, e—n18 
3 Bp B | Sex | «189(@—18)]] 3 Be | & | Gx | «1809-189 
& a H O b 2 HH O 
/ 18°.0 135.0 — 18°.0 135.6 — 
2298 149.4 0.02222 PING) HUSA 0.02286 
25°.5 159.2 0.02390 26°.5 161.4 0.02233 
I I 4 2 
30°.5 174.0 0.02312 29°.5 170.1 0.02212 
35°.0 188.4 0.02326 349.8 186.3 0.02225 
37°.5 197.9 0.02363 \ 360.5 191.4 0.02224. 
Medias 108, x 0.02324 Media, >. 0.02236 
| | 
18°.0 134.9 4 — 18°.0 129.3 — 
| Deere 156.2 0.02224 ZR 146.5 0.02334 
2 I 29°.8 170.1 0.02212 28°.0 160.2 0.02390 
I 
350.2 187.6 0.02271 2 329.6 174.0 0.02368 
379.0 192.7 0.02255 369.4 185.1 0.02346 
379.8 190.1 0.02375 
Medial ae 0.02233 
Media ... 0.02362 
| 18°.0 125.7 — | 
| 249.8 146.1 0.02387 18°.0 134.7 — 
vi 
: 30°.0 161.4 0.02365 6 2 30°.0 170.6 0.02221 
FOO 182.7 0.02387 372.0 193.2 0.02286 
Media .. . 0.02376 Media 7 = 0.02253 
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Notiamo anzitutto, che la conduttivita elettrica specifica del liquido 
seminale umano, che a 20°C. — secondo le precedenti indagini - risultava 
compresa tra 88.04 X 10~+* e 107.50 X 10-4mhos, si aggira invece, a 
37-38° C., tra 136.7 K 10-4 e 150.2 X 10~4 mhos; parimenti, la condut- 
tivita elettrica specifica del liquido seminale di cane, che, a 20° C., risultava 
compresa tra 129.1 % I0—* e 138.9 X 10-4 mbhos, si aggira, invece, a 
37-30" Ga, tia 182.7 KX 1O=* 6 197.0 x 1o- sauhoss 

Analizzando l’azione della temperatura sulla conduttivita del liquido 
seminale sia di uomo che di cane si rileva, che quest’ ultima aumenta col 
crescere della temperatura. Precisamente la conduttivita elettrica del liquido 
seminale umano si eleva sempre, per ogni grado di aumento della tempe- 
ratura (da 18° a 38°C.), del 2.51 °/, (4 0.08), in media, rispetto alla 
conduttivita (%.0) presentata a 18°C.; e quella del liquido seminale di 
cane si eleva del 2.30 °/, (+ 0.07), in media. 

Sia nel caso del liquido seminale di uomo che di quello di cane si 
osserva cioé sempre un accrescimento lineare della conduttivita in funzione 
della temperatura, cosi come si verifica nel caso degli elettroliti. 

Durante il raffreddamento (da 38° a 18°C.) susseguente al riscalda- 
mento, il liquido seminale di uomo e di cane ripresenta di nuovo la con- 
duttivita che, a temperature corrispondenti, mostrava durante la fase di 
riscaldamento; per cui é da concludere, che non solo la conduttiviti di tali 
liquidi € funzione lineare della temperatura, ma che l’andamento del feno- 
meno € sempre manifesto sia durante la fase di riscaldamento del liquido 
sia durante quella successiva di raffreddamento. 

Dato l’accrescimento lineare della conduttivita elettrica in funzione 
della temperatura, ne deriva che, avendo determinato la conduttiviti di 
esso a 18°C., & possibile calcolare, entro certi limiti e con sufficiente 
approssimazione, la conduttivita di cui sarebbe dotato alla temperatura 1° 
(compresa tra 18° e 38°C.) mediante la formula in uso per gli elettroliti 


Xo = XK,g0 (1 fe C [1° ar T3°]). 


In tal caso, il coefficiente termico medio ¢ corrispondera a 0.0251 trat- 
tandosi di liquido seminale umano, e a 0.0231 trattandosi di liquido semi- 
nale di cane. 

In conclusione, rimane da queste nuove indagini fissato, che: 


1° il liquido seminale umano presenta, a 37-38° C. di temperatura, 
una conduttivita elettrica specifica compresa tra 136.7 x 10-4 €- 159.2’ 
< IO7 Smhes: 


2° il liquido seminale di cane, pure a 37-38°C., presenta una con- 
duttivita elettrica specifica compresa tra 182.7 X 10—+ e 197.7 X 10-4 mhos; 


3° le variazioni della conduttivita elettrica del liquido seminale di 
uomo e di cane sono in funzione lineare della temperatura (per variazioni 
comprese tra 18° e 38°C.), e ’andamento del fenomeno & sempre manifesto 
sia durante la fase di riscaldamento del liquido sia durante quella successiva 
di raffreddamento; 


4° la conduttivita elettrica specifica del liquido seminale umano si 
eleva, per ogni grado di aumento della temperatura, del 2.51 °/,, in media, 
e quella del liquido seminale di cane del 2.31 °/,, in media, rispetto alla 
conduttivita presentata a 18°C. 
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RENDICONTI 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DEL EIN CEI 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Seduta del 5 novembre 1938 — Anno XVI 


Presidenza del prof. F. MiLuosevicu 


MEMORIE E NOTE DI SOCI 


Fisica. — Confronto fra teoria termica ed espertenze at 
Sotoresistenza metallica. Nota“ del Socio Q. Majorana. 


I risultati della teoria della propagazione di un’onda termica attraverso 
una sottile lamina metallica, fissata su di un mezzo semiconduttore, mediante 
uno strato di varia conducibilita calorifica, esposti in una mia Nota prece- 
dente), possono essere messi in raffronto con quanto gid da me é stato 
Osservato sperimentalmente. 

Si consideri dapprima il caso di lamine d’oro incollate su vetro. Per 
esse, l’esperienza fa rilevare facilmente dei valori di 9 (ritardo di fase fra 
pulsazione della luce e pulsazione della resistenza elettrica della lamina) note- 
volmente ridotti: in certi casi persino di 16°. 

Questo fatto pud dare una conferma generica della applicabilita della 
teoria termica gia esposta. Secondo essa, infatti, @ pud scendere appunto, 
per lamine della maggior sottigliezza, sino a valori prossimi al suddetto, ed 
anche al disotto (10°). Non si pud pero parlare di conferma esatta quanti- 
tativamente, non potendosi sapere quale sia il vero valore della conducibilita 
termica dello strato adesivo, 7. Una indagine sperimentale in tale senso 
non appare possibile, perché non tutte le condizioni dell’esperienza sono per 
loro natura controllabili; vi ha inoltre sicuro indizio che talune di esse siano 
molto variabili col tempo e con lo stato di essiccazione della sostanza adesiva. 


(1) Presentata nella seduta del 5 novembre 1938. 
(2) Questi «Rendiconti», Teoria termica della fotoresistenza metallica, Vol. XXVIII, 


pp. 177-182. 
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Ammettiamo, per ipotesi e viceversa, che le curve della figura della 
Nota citata si possano applicare al caso sperimentale. Per esempio, si con- 
sideri il diagramma corrispondente allo spessore 0.08 wu, ed alla frequenza 
di interruzione del raggio, 600, segnato nella richiamata figura. Esso ci dice 
che si deve avere un minimo intorno a 10°, al quale corrisponde una con- 
ducibilith termica dello strato, di circa 0.2 cal/cm?. sec. gradi. Il valore 
@ = 16°, trovato sperimentalmente, ¢ alquanto superiore; e si puo pen- 
sare che l’esperienza non abbia consentito di raggiungere la condizione di 
minimo. Ora, mentre questo corrisponde, nel caso del diagramma teorico 
citato, ad un valore di 0.2 cal/cm?. sec. gradi, @ = 16° corrisponde ad 
rt cal/cm?. sec. gradi. La funzione 9 (y), rappresentata dal diagramma, am- 
metterebbe un secondo valore di y in corrispondenza di = 16°, a sinistra 
sul diagramma, ed al di la del minimo. Esso é circa 1 = 0.07 cal/cm?. sec. 
gradi. E cosi in generale, vi sarebbero due valori di a cui pud corrispon- 
dere lo stesso valore di g. Ma realmente, l’esperienza permette di consta- 
tare il solo ramo destro della curva, da 45° a 16° circa. Per ragioni pra- 
tiche, non é percid possibile realizzare una conducibilita termica tanto scarsa, 
da raggiungere e sorpassare verso sinistra il minimo indicato. Risulta dunque, 
dalla considerazione del diagramma, che Ja conducibilita termica dello strato 
adesivo, realizzato nel modo descritto € sempre superiore a circa 1 cal/cm?. 
sec. gradi. 

Vi é@ tuttavia un modo di predisporre che la dispersione termica delle 
lamine metalliche sia inferiore a quella risultante dai valori di ) e 7 corri- 
spondenti ai descritti casi sperimentali. Esso consiste nel lasciare le lamine 
stesse libere da entrambe le facce, e ciot non fissarle su vetro; esse risultano 
cosi immerse in un gas pil o meno conduttore del calore (idrogeno od aria). 
Per brevita, non descrivo i particolari di tali esperimenti a cui ho gia altra 
volta fatto cenno. Mi basta rilevare, che in tale caso, » va avvicinandosi 
a 90°, come appunto dicono i diagrammi teorici. Ma tale artificio, del tutto 
diverso, non permette, in ogni modo, di predisporre lamine per cui @ cor- 
risponda ad un qualunque valore, compreso nel ramo a sinistra della curva, 
fra 90°. e 10°. Esso consente solo di ottenere valori pit o meno prossimi 
a 90° (sempre inferiori), come si-é detto. 

Esaminando i diagrammi teorici dal lato destro, si scorge che essi 
terminano asintoticamente ad una parallela alle ascisse, a circa 45° 0 poco 
piu. Anche cid non é mai verificabile con le lamine incollate. Infatti, per 
esse non si hanno mai per 9, valori superiori a 40° 0 42°. Questo fatto 
dipende dalla conducibilita termica dello strato adesivo, che ha sempre un 
valore finito. In altri termini, questo strato presenta sempre una certa resi- 
stenza termica, differente da zero;e cid é vero, ancorché lo strato, per la 
lunga sua stagionatura, si sia completamente essiccato. 

Un aumento della frequenza m di interruzione del raggio luminoso, 
oppure un aumento dello spessore della lamina, porta ad accrescere anche, 


a reas 


in generale, i valori di @. Cid risulta tanto dalla teoria termica, quanto 
dall’esperimento. Anche qui, perd, un controllo quantitativo della esata cor- 
tispondenza tra teoria ed esperienza, non ¢ possibile, ignorandosi a priori, 
ogni volta, il vero valore di 4. A parte questa impossibilita, vi ha dunque 
indizio di coincidenza sommaria nell’andamento dei fatti, tra la previsione 
termica teorica e l’esperienza. 

Ma tale conclusione apparisce non vera, quando si confrontino atten- 
tamente i risultati sperimentali ottenuti, servendosi a turno delle due lam- 
pade ad incandescenza od a mercurio. Le differenze cosi constatabili sono 
state messe in evidenza nell’esposizione della parte sperimentale, gid fatta in 
altra precedente Nota); e mi, riferisco a quanto allora é stato detto. Non 
€ dunque possibile spiegare con la sola teoria termica, la diversa azione delle 
luci delle differenti due lampade. Detta teoria infatti, non tiene conto che 
della quantita di calore apportata dalla luce nella lamina, e nessuna influenza 
sul puro effetto termico, puo avere il cambiare della lunghezza d’onda lumi- 
nosa agente. ° . 

Il caso’ generale teorico che ha permesso di stabilire le formule (8) e (9) 
della precedente Nota, e di-tracciare i diagrammi dell’altra citata, trova qualche 
riscontro, come si & ora visto, nelle osservazioni sperimentali fatte con le 
lamine incollate. Le semplificazioni che esse subiscono, diventando le (10) 
ed (11), corrispondono al caso delle lamine catodiche di cui ora ancora 
diro, riferendomi anche a quanto, gid € stato esposto sull’argomento nelle 
Note citate. Nel tracciare i diagrammi sperimentali di 9, riferiti a vari spes- 
sori di tali lamine catodiche ed a due frequenze diverse (600 e 1200), essi 
sono stati messi a raffronto con altri due che corrispondono alla teoria ter- 
mica (formula 11), e sono stati segnati sulla stessa figura. Gli andamenti 
pseudo-parabolici di tali diagrammi sono osseryabili, tanto nel caso teorico, 
che in quello sperimentale. Considerando i diagrammi teorici, si rileva che 
essi tendono asintoticamente al valore ~ = 45°, per spessori evanescenti 
delle lamine. Cio realmente corrisponde a quanto esprime la formula (11), 
della Nota precedente, qualora si tenga conto della rappresentazione loga- 
ritmica della figura. Le curve sperimentali sono anche esse asintotiche rispetto 
a valori di » alquanto maggiori o minori di 45°, a seconda che si tratti di 
luce proveniente dalla lampada a mercurio o da quella ad incandescenza. 
E questo il fatto pit caratteristico di tutte le presenti ricerche, che trova 
riscontro con l’analogo osservato per le Jamine incollate. Le osservazioni 
fatte con le lamine catodiche appariscono pero piu precise, sicure e ripetu- 
tamente controllabili. Cio dipende evidentemente, dalla regolarita e dalla 
costanza di caratteristiche, dei depositi catodici. ; 

Va osservato inoltre, che i diagrammi ottenibili con lamine catodiche, 
non possono spingersi sino a spessori eccessivamente ridotti delle lamine 


(1) Questi «Rendiconti», Azione della luce su soltili lamine d’oro. 


a PLO) 


d’oro. Cid dipende dal fatto che, al disotto di un certo spessore, la lamina 
diventa troppo trasparente; la quantita di luce assorbita € cosi, troppo esigua 
e l’effetto constatabilé tende a sparire. Per queste ragioni, ho limitato le 
osservazioni allo spessore minimo di 0.04 w. A tale valore, pur corrispon- 
dendo una trasparenza in verde non troppo scuro, si ha ancora un assor- 
bimento della luce non riflessa dalla lamina, di circa il 90 °/.. 

L’importanza del comportamento delle lamine catodiche, sotto l’azione 
di varie luci, é gid stata messa in rilievo al comma c) della Nota citata; 
tale azione costituisce il fatto veramente nuovo e quantitativamente meglio 
assodato di tutta questa ricerca. Esso non sembra potersi ascrivere ad alcuna 
causa perturbatrice o secondaria, di cui non si sia tenuto conto, nella minuta 
indagine che é stata fatta, sulle varie modalita sperimentali. Esso depone per 
Vesistenza di una particolare azione della luce, sulla conducibilita elettrica 
dei metalli (in particolare dell’oro). Stabilire quale parte del complesso feno- 
meno corrisponda a tale aziqne, mentre certamente nella sua rimanenza esso 
& dovuto ad azione termica, non appare cosa facile. Cid dipende anche, dalla 
circostanza per cui occorre sperimentare con forti intensita luminose; ed in 
conseguenza di cid non si pud pensare nemmeno a selezionare le varie radia- 
zioni, in guisa da studiare la singola azione delle varie lunghezze d’onda, pos- 
sibilmente isolate. 

Dal complesso delle ricerche esposte, appare tuttavia lecito avanzare l’ipo- 
tesi che il fenomeno osservato corrisponda ad una speciale proprieta delle 
radiazioni pit refrangibili, di cui Ja lampada in quarzo, a mercurio, ¢ parti- 
colarmente ricca. Queste radiazioni, agendo su lamine metalliche tanto sottili 
da restare ancora alquanto trasparenti, darebbero luogo ad un abbassamento 
nei valori di g. Andare al di 1a di questa molto sommaria ipotesi, coll’affer- 
mare, per esempio, che il fatto osservato abbia una qualche relazione col 
classico fenomeno fotoelettrico, pud costituire un’arbitraria deduzione. Cio 
dicasi, anche perché si potrebbe pensare che la particolare proprieta accen- 
nata sia posseduta, non dalle radiazioni piu refrangibili, ma dalle meno; nel 
senso che queste darebbero luogo anziche ad una diminuzione dei valori 
di ©, ad un accrescimento. Scegliere fra queste due ipotesi opposte, appare 
per ora prematuro. 

Un ultimo rilievo va fatto circa il sopraelevarsi del diagramma teorico, 
rispetto a quelli sperimentali, quando si tratti di spessori notevoli (3.0 4 w). 
Cio.é gia stato rilevato al comma d) della Nota citata. Per i detti spessori e 
con entrambe le due qualita di luce, lo spostamento di fase @ @ notevolmente 
inferiore alle previsioni teoriche termiche. Tale scarto pud arrivare a circa 
5° d’arco. Non é da attribuire cio ad errori od incertezze di osservazione, 
giacché l’apparecchio di misura da un’approssimazione di circa 20’. E. d’al- 
tronde, per lamine sottili, si rilevano costantemente, con l’esperienza, valori 
di © prossimi a 45°, come vuole la teoria termica (cio dicasi a parte la 
differenza, relativamente piccola, fra le azioni delle due lampade). Si potrebbe 


ree 


ancora pensare, che qualche discordanza nel confronto fra teoria termica ed 
esperienza, derivi dal non aver adottato valori numerici sufficientemente pre- 
cisi, per i vari parametri che rientrano nelle formule dedotte da quella teoria. 
Ma, realmente, questo non ¢é il caso. Infatti la maggiore incertezza in tale 
scelta, si poteva avere per il calore specifico e sovrattutto per il cofficiente 
di conducibilita termica del vetro. Ma appunto in considerazione di questa 
possibilita, queste grandezze sono state determinate direttamente per le lastre, 
di vetro da me usate, con un errore probabile di circa il 5 °/,. Ed infine, 
si rileva che la teoria termica esposta sembra appoggiarsi su principi classici 
inequivocabili, mentre non pare attendibile ammettere un’azione di natura 
non termica, nel caso di lamine con spessori molto superiori alle massime 
lunghezze d’onda agenti. 

Tutte queste considerazioni possono costituire argomenti per future 
ricerche sperimentali, atte a chiarire ulteriormente, i fenomeni osservati e 
la loro interpretazione. ; 


Paleontologia. — Osservazionz sulla struttura del guscio det 
Clipeastyi™. Nota 1 del Corrisp. G. CHrccu1a—RIsPot_i. 


Nel corso dello studio di una cospicua collezione di Clipeastri, raccolti 
dal collega prof. O. De Fiore in vari punti della formazione miocenica della 
Calabria, ho potuto compiere, per speciali favorevoli condizioni di fossiliz- 
zazione di qualche esemplare, alcune osservazioni sul guscio di questi sin- 
golari echinidi, in gran parte nuove, che andro esponendo in successive 
Note. 

Come é noto, i Clipeastri del tipo di Clypeaster portentosus Desm., di 
Clypeaster insignis Segu., Clypeaster tyrrenicus Ch. - Risp. ecc. a differenza 
di tutti gli altri Echinidi, presentano nell’ interno del guscio una spessa for- 
mazione di calcare secondario, dovuto ad uno speciale sviluppo delle placche 
od assule ambulacrali ed interambulacrali determinante una specie di muraglia 
continua; come un secondo guscio concentrico al primo, ben distinto nei 
radii per l’esistenza di spazi pid o meno liberi tra di essa ed il guscio. 
Rimandando il lettore per cid che riguarda la morfologia dei Clypeaster s. 
str. ad alcuni miei lavori, qui sotto indicati ©, nella presente Nota mi occu- 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Geologia e Paleontologia della R. Universita 
di Roma. 

(2) Presentata nella seduta del 5 novembre 1938. 

(3) G. Cueccuta-Rispout, Osservazioni sulla morfologia interna dei Clhipeastri e loro 
classificaxione in «Paleont. Ital.», vol. XXVI, Pisa; Illustrazione det Clipeastri miocenict 
della Calabria in «Mem. p. s. a. desc. d. Carta geol. d’ Italia», vol. IX, Roma, 1925; 
Sopra alcuni Stolonoclypus miocenici della Sardegna in « Boll. R. Uff. geol. d’ Italia », vol. LH, 
Roma, 1928; Nuove osservazioni sulla morfologia interna dei Clipeastri in « Paleont. Ital. », 
vol. XXIX-XXX, Pisa, 1929 ecc. 
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pero ‘della struttura delle assule interambulacrali nelle forme fossili, sulla 
quale sino ad oggi mancavano particolari dettagli. 


Se si osserva una placca isolata appartenente ad un interradio, in cor- 
rispondenza della regione intestinale, che e libera di produzioni calcaree 
perché deve alloggiare l’intestino, si notano, da tutti i lati, dei canali sot- 
tili pid o meno numerosi, che |’ attraversano per circa tutto il suo spessore, 
aprendosi poi nell’interno del guscio; essi sono in maggior numero sui lati 
adorale ed aborale perché i pit sviluppati. La loro forma ¢ nell’ insieme 
cilindrica, generalmente pit ristretta nel mezzo e la direzione ¢- per lo piu 
perpendicolare all’assula, ma frequentemente si scorge una disposizione a 
ventaglio. Ma numero, forma, dimensione e disposizione dei detti canali 
variano a secondo della posizione e della grandezza della assula nel guscio. 


1, — Placca interambulacrale del piano abactinale mostrante i canali, 
vista dal lato adorale, ingr. 2 volte. —-2. Placca interambulacrale del 
piano actinale sezionata in piano per mostrare i vacuoli da cui partono 
i canali, ingr. 21/, volte. — 3. Placca interambulacrale del piano 
abactinale che mostra la disposizione a ventaglio dei pilastri, i quali 
sviluppandosi finiscono con [’incontrare quelli del piano actinale, 
ingr. 2 volte. — 4. Placca ambulacrale del piano actinale che fa 
vedere le gallerie traverse ed i vacuoli! da cui partono -1 canali, 
ingr. 2 volte. 


Tutti questi canali si originano nell’ interno della placca. La figura 2 
é un’ assula sezionata in piano, appartenente al piano actinale, la quale mostra ; 
numerosi vacuoli di forma irregolare da cui partono i canali, ché si diri- 
gono verso la periferia della placca, e che arrivati alla sutura si plegano in 
alto, se la placca appartiene al piano actinale ed in basso, se appartiene a 
quello abactinale; indi attraversano lo spessore della placca e sboccano infine 
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nell’interno del guscio per mezzo di orifizi subcircolari. Siccome i canali 
si fanno strada tra le suture delle placche, cosi essi interessano due placche 
contigue, che possono appartenere tutte e due ad un interradio, oppure essere 
di natura differente; cosicché i fori di questi canali segnano i limiti delle 
assule. . 

I descritti canali si osservano anche nella. regione del bordo e special- 
mente nella cupola dei petali; siccome quivi le aree interambulacrali si 
restringono piuttosto rapidamente avvicinandosi alla sommita del guscio, 
cosi il numero dei canali diminuisce sino a ridursi ad uno per ogni placca; 
nel loro insieme gli orifizi dei canali costituiscono una serie a zig—zag spostata 
verso Ja linea mediana dell’ interradio. 

Questi canali isolano dei pilastri nell’ interno delle placche; pero mentre 
nella regione intestinale si arrestano alla superficie, nelle altre regioni del 
guscio si sviluppano sino a che quelli del piano actinale si congiungono con 
quelli del piano abactinale. I] loro massimo sviluppo si osserva nella cupola 
dei petali, riuscendo a separare piu o meno completamente la cavita am- 
bulacrale da quella intestinale. La figura 3 @ una placca del. piano abac- 
tinale, che fa vedere il prolungamento dei pilastri, tra i quali corrono i 
canali. Anche nel caso di una fusione molto avanzata é possibile distinguere 
detti canali, che segnano i limiti delle placche, come fanno nella regione 
intestinale o marginale. 

Pilastri e canali non sono esclusivi delle aree interambulacrali; essi si 
osservano anche in quelle ambulacrali. 

La figura 4 rappresenta una sezione in piano di una placca ambulacrale 
del piano actinale, appartenente alla regione intestinale: a sinistra di chi 
guarda si vedono le gallerie che servono per il passaggio dei canali trasversi, 
a destra i vacuoli, da cui partono i canali in questione. Nella regione dei 
petali detti canali, pit’ o meno sviluppati, si aprono lungo la linea mediana 
dei radi. Ma delle particolarita strutturali delle placche ambulacrali secondo 
la loro posizione nel guscio parlerd in una successiva Nota. 

Da quanto ho sopra esposto si pud concludere che i descritti canali, 
destinati a contenere tessuti di sostegno delle parti molli interne; formano 
un sistema abbastanza complesso, diffuso in tutto il guscio dei clipeastri del 
tipo di Clypeaster portentosus, C. insignis, C. lyrrenicus ecc. Di questo sistema 
nulla si conosceva finora riguardo alle forme fossili. 


Matematica. — Geometria proiettiva di una equaxione a derivate par- 
ziali, lineare omogenea. — 1. Classificazione delle quasi—asintotiche. Nota del 
Corrisp. E. Bomplianl. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Geometria proieltiva di wna equazione a derivate par- 
xiali, lineare omogenea. — Il. Sistemi invarianti associati ad un sistema dt 
quast—asintoliche. Nota del Corrisp. E. Bompiant. | 


Sard pubblicata in-un prossimo fascicolo. 
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Matematica. — Sw/la geometria protettiva differenziale delle 
trasformasztont dualistiche. Nota di Enka Borrovorti, presen- 
tata‘? dal Corrisp. E. Bomprant.. 


1. La teoria delle « trasformazioni dualistiche » di uno spazio Sy in sé, 
studiata nel campo metrico, in questi ultimi anni, da A. Terracini e poi da 
B. Segre ®, pud svolgersi assai semplicemente nel campo proiettivo, sia 
riconducendosi alla teoria delle connessioni affini proieitivamente piane, da me 
studiata in precedenti lavori); sia anche in modo diretto, con estensione 
di procedimenti atti allo studio delle ipersuperficie, olonome od anolonome, 
di S,. Questo mostrero brevemente nella presente Nota, dopo aver premesso 
alcuni necessari richiami di cose gid conosciute. 


2. Se in uno spazio proiettivo S, fissiamo un iperpiano — che potremo 
interpretare quale iperpiano improprio — ne facciamo uno spazio affine. Se 
associamo, con legge qualunque, ai suoi singoli punti degli iperpiani dello 
stesso Sy, se diamo ciot una trasformazione dualistica dell’S, in st, potremo 
dire analogamente che dell’S, si fa una collezione di spazi affini: pensando, 
in relazione a ogni singolo punto di S,, l iperpiano omologo quale iperpiano 
improprio di uno spazio affine « locale ». Ma di piu: data che sia la tra- 
sformazione dualistica, purché essa non sia « di tipo nullo», cioé il punto 


(1) Nella seduta del 5 novembre 1938. 

(2) Ved. A. Terracini, Densité di una corrispondenza di tipo dualistico, ed estensione 
dell invariante di Mehmke-Segre. « Atti Accad. Torino», 71, 1935-36, 310-328; Invariante 
di Mehmke-Segre generalizzato e applicazione alle congruenze di rette. « Bollettino Unione 
Matematica Italiana», 15, 1936, 109-113. B. Secre, Jnvarianti differenziali relativi alle 
trasformaxioni puntuali e dualistiche fra due spaxi euclidei, « Rendiconti Circolo Matematico 
Palermo», 60, 1936, 224-232. Sia il Terracini che il Segre considerano, piu in generale, 
trasformazioni dualistiche fra due spazi distinti. 

(3) Ved. specialmente Spazi proiettivamente piani (che citerd d’ora in DOlm Ors bees) 
«Annali di Matematica» (4), 11, 1932, 111-134; Super ficie anolonome complementari (S. A. C.), 
«Scritti Matematici offerti a L. Berzolari», Pavia, 1936, 553-576. 
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generico di Sy» non appartenga all’ iperpiano omologo, risulia assegnata all’S, 
una connessione affine: quella per la quale la legge di trasporto dei punti 
dell’S,, pel passaggio da un punto P ad un altro P* infinitamente vicino, 
& Pomologia speciale di centro P che muta l’iperpiano x, omologo di P, nel- 
l'iperpiano 7*, omologo di P*. In quanto questi iperpiani sono gli iperpiani 
impropri degli spazi affini locali associati a P e a P*, l’omologia speciale 
ora detta pud effettivamente considerarsi quale una « afhinita »: cid rende 
conto del perche si ottenga una connessione « affine» ©. Questa risulta 
simmetrica, e proiettivamente piana (tale cioé che le sue geodetiche sono le 
rette di S,). Di pit: ho dimostrato © che tutte le connessioni affini simme- 
triche e proiettivamente piane possono ottenersi a questo modo: accennerd 
fra poco all’agevole verifica. Ma notiamo sin d’ora questa conseguenza: la 
geometria differenziale proiettiva di una trasformazione dualistica (che non sia 
di tipo nullo) non differisce dalla geometria di una varieta a connessione affine 
simmetrica, proiettivamente piana. Se poi la trasformazione dualistica é di tipo 
nullo, & manifesto che il suo studio diviene quello di una ipersuperficie ano- 
lonoma di Sy %). 


3. Veniamo alla rappresentazione analitica: limitandoci al caso di una 
trasformazione non nulla. Appare naturale assumere, in relazione ai singoli 
punti P dell’S,, dei riferimenti proiettivi locali aventi P come vertice, 
Yiperpiano omologo come faccia opposta ad esso dell’ n—edro fondamentale. 
Ma conviene partire da un riferimento proiettivo ordinario, y*, per Sn, 
associandovi un riferimento curvilineo u’(%,6,y,8,¢ =po,pr5°+* spn; 
(5 Se IEU SU 1, 0 5) SAN 
G-1) We he ee) 

(0) 


a) 


le coordinate proiettive omogenee del punto di coordinate curvilinee uw”; posto 


oye A © Qa 
G2) y == Oy YO) = : 5 Va VW" = On Oss os O05 ea) 


abbiamo un primo sistema di riferimenti proiettivi locali di vertici y* (legati, 
h 


oltreché al sistema curvilineo, anche alla normalizzazione delle y%); in rela- 
oO 


zione ai quali sono 


1d 
(3:3) ne —< 3) 5 nee = Vo, Oy ie 


G@)) eS ew ee pp aliLO = 1:20. 
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(3) Ved. Trasformazioni dualistiche e spazi proiettivamente piant in corso di stampa 
nel « Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana»; cfr. E. Bomprant, Sulle varieta anolonome. 
Questi « Rendiconti» (6), XXVII, 1938, 37-52. 
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i parametri normalizzati) della connessione proiettiva integrabile dell’S,. 
‘Senza mutare né il vertice y* né gli spigoli uscenti da esso (che sono le 
oO 


tangenti in y* alle m linee coordinate wu”) prendiamo ora quale faccia opposta 


(0) 


al punto y* Piperpiano ad esso corrispondente del campo 
oO 


(G-4) Ce Ch eR iets A ioe 
assegnato. Indichiamo con #) a : 8) i nuovi vertici. Posto 
a 
(3-5) Sek iat 
si ha | 
(5.6) Pea yt, PY D, Peo, P9- Ay P8; Pom Yo— Arya» Pa= 


Per le trasformazioni (mutamenti della normalizzazione delle y“) 
oO 
G7) Digs tC 8 
oO oO 


si ha 


m i h : 
(3.8) Pere OP ee Pees Pam igen MAy nls Oy Mee 
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cioé: riguardando’« come un indice ordinale, le P* sono per le (3.7) 
a 


rd 
scalari di grado 1; le Py, di grado —1; le A; sono parametri di una 
derwvazione covariante (D,, gia utilizzata nelle (3.6)); che, ad es., per uno 


scalare k di grado g qualunque (k = e%k) opererebbe nel seguente modo: 


(3.9) Drk =k + gA;rk, 


Il riferimento P* risulta indipendente dalla normalizzazione delle ye 
Xr oO 


insomma la conoscenza della trasformaxione dualistica ci consente di poter fare 
a meno di una normalizzazione delle coordinate proiettive omogenee @). 


In relazione ai riferimenti locali P* i parametri (normalizzati) della con- 
HY c 


nessione proiettiva integrabile di S, siano indicati con Avesta 
h h h cE 
(3.10) Ane 8,5 jo AG OP aaees , 


rv 


(1) Ved. il mio lavoro: Sulle connessioni proiettive. « Rendiconti Circolo Matematico 
di Palermo», 56, 1932, 1-57, p. 20. 
(2) Per quanto precede ved. S. A. C., pp. 559-560. 


In particolare risulta 
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Sia le A,, che le ps risultano, naturalmente, invarianti per le (3,7). 
In relazione ai cambiamenti delle sole coordinate curvilinee le A‘, sono 
i parametri di wna connessione affine simmetrica: appunto la connessione proiet- 
tivamente piana di cui s’é detto al numero precedente. E le p;s = Ay, sono 
le componenti di wn tensore affine, il quale pud anche esprimersi per elementi., 
della connessione Aj, (precisamente, pel tensore di curvatura Rj,; di questa): 


(3-13) prs a 
4. Mediante il tensore affine p,s si rappresenta, in relazione al riferi- 


mento locale P*, il piano dell’omologia speciale detta sopra (n. 2), relativa 
r 


al passaggio del punto P (u”). al punto infinitamente vicino P* (u" + du”): 


- dette x* le coordinate proiettive omogenee dei punti dell’S, (e quindi: x” 


quelle dei punti dell’iperpiano =, x° = 0) questa é |’equazione del piano 
domologia : 


(4-5) prs xt dus = 


Questa stessa equazione, bilineare nelle x” e du’, quando le du" si 
pensino variabili, e s’interpretino quali coordinate omogenee delle direzioni, 
o anche delle rette, della stella P, rappresenta /a correlazione K, fra la 
stella Pe Piperpiano = omologo™, in cui elementi corrispondenti sono la 
congiungente i punti infinitamente vicini P,P* e I’S,_. sezione degli 
iperpiani 7, 7* omologhi. Per una trasformazione dualistica di tipo nullo 
tale correlazione conserva significato: essa é allora la « proiettivita di cella » 
del Bompiani®. Tornando al caso generale: la correlazione K determina 
entro la stella P, se ad ogni retta di questa facciamo corrispondere |’iper- 
piano che da P proietta |’S,. omologo, ancora una correlazione, I’: fra 
le rette e gli iperpiani, o — fa lo stesso = fra le direzioni e le (1 — 1)-dire- 
zioni o giaciture uscenti da P; la quale @ una polarild, rispetto al cono 
quadrico 


(42) pre xh x8 = 0, 


(1) Tale correlazione é gid notata e utilizzata, per considerazioni metriche, dal 


TERRACINI (1° lav. cit., p. 316) e dal SEGRE (loc. cit.). 
(2) Ved. il lavoro: Sulle varield anolonome, gia citato. 
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quando prs & simmetrico. Il che accade allora e solo che la trasformaxione 
dualistica st riduce alla polaritd rispetto a una ipersuperficie. Escluso questo 
caso, e l’altro in cui p,s & emisimmetrico, cosicché la correlazione T’ della 
stella P in sé @ un sistema nullo (caso che pud presentare interesse), la 
correlazione determina) i due « coni qd’ incidenza » 6) 


(4:3) Prax xi= 0  , pr Eco= 0 ("5 pre = 81). 


Le « direzioni principali » della correlazione P — corrispondenti invo- 
toriamente con le giaciture omologhe - sono naturalmente elementi legati 
in modo proiettivamente invariante alla coppia (P,7) della corrispondenza 
dualistica. Limitandoci al caso pil generale, in cui vi sono precisamente n 
direxioni principali indipendenti, baster’ rammentare che se m & dispari si 
ha una direzione principale non situata sul primo cono d’incidenza - la 
quale potrebbe fornire per la trasformazione dualistica una « normale proiet- 
le rimanenti direzioni principali - e questo 
vale per tutte le direzioni principali quando m & pari - giacciono invece 


tiva » nel punto generico P -; 
sul primo cono (per » dispari appartengono all’intersezione del cono con 
Piperpiano polare della «normale proiettiva» ora detta). In relazione a 
queste direzioni principali si pud dare in ogni caso alla rappresentazione 
analitica della correlazione I’, cioé al tensore pys, una forma canonica molto 
semplice, e ben nota; che potra risultare molto utile per ulteriori sviluppi. 


5. Data la trasformazione dualistica, abbiamo visto — anche analitica- 
mente - come la connessione affine A‘, ne venga individuata (e insieme 
ad essa il tensore affine p;s). Viceversa: sia data una connessione affine A,,, 
che sia simmetrica e proiettivamente piana. Questo rende possibile il ricavare 
dalle (3.11), mediante il confronto delle A;, coi parametri re che in rela- 
zione al supposto riferimento curvilineo — rispetto a cui s’intendono date 


t . . . . : . 
le A,; — @ a una normalizzazione delle y* ha \a connessione proiettiva inte- 
oO 


grabile dell’ambiente S,, un sistema di valori per le A,. Le (3.10), che 
Si possono scrivere nella forma equivalente 


(5-1) Da. Be ai Pe ? Ds P® = A,, P® + prs Pe, 


(1) Intendiamo riferirci a uma ipersuperficie qualunque, anche non algebrica. Vedi 
SD eam sah 2Oneus oe 

(2) Questo sotto l’altra condizione, che sia |pr,|=+0: ma cid esprime semplice- 
mente linvertibilita della trasformazione dualistica. 

(3) Cfr., pel caso delle trasformazioni dualistiche di tipo nullo, cioé per le ipersu- 
perficie anolonome, con la Nota di C. Pauc, Interprétation géométrique dans les variétés non 
holonomes des théories d’intégration des systémes d’équations de Pfaff. « Comptes Rendus de 
PAcad. », 206, 1938, 885-888 ;.ove l’A. da anche un’ interessante applicazione della « corre- 
lazione focale» (sistema nullo) di coefficienti prs — psr. 

(4) Ved. E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iperspazi. Pisa, Spoerri, 
1907, p. 110 e sg. 
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risultano senz’altro illimitatamente integrabili, e per integrazione danno, asse- 
_gnato un sistema di valori iniziali 


5:2) ()Ppa — Po (i 5 no Os un”) 
h h ©) (°) 


b) 


oO 
i campi di punti P* e P*, e quindi, in particolare, anche gli iperpiani Py 
eC 


: 
0 Ca V* = 0; cioé, la trasformazione dualistica. La parziale indeterminazione 
di Ar, che risulta dato solo a meno di un gradiente additivo — ved. V ultima 
delle (3.8) - & proprio quella che occorre per dare a D,, calcolata coi 
parametri A,, il carattere di derivata covariante; la (3.7) non ha per effetto 


che di far variare le P* per lo stesso fattore e. Concludendo: nota la con- 
Xr 


nessione affine A},, Simmetrica e proiettivamente piana, e assegnata una coppia 
(P,7) di elementi omologhi, la trasformazione dualistica risulta individuata. 
oO oO 


Ne risultano le conseguenze gia accennate al n. 2; su questo non occorre 
insistere. 


6. Ma al tempo stesso, da quanto precede, abbiamo anche altri elementi 


per fondarvi uno studio proiettivo differenziale delle trasformazioni duali- 
7 ; ; () ; 

stiche (non nulle). Le (5.1), introducendo la derivazione Dy che opera nei 
tiguardi di scalari e tensori di grado =o per le (3.7) come D,, coi para- 
‘ ‘ t )@ 

metri A,; e in relazione agli indicir,5,t,+++ opera coi parametri | ‘ 


I ei 55 ; 
simboli di Christoffel per grs = Pos) = ie (prs + psr) (cioe: s’identifica con 


la derivazione di Ricci relativa alla forma pr; du” du‘), posto 


a ; t )@ 
(Ca) Ga AR ae 
si possono scrivere: 
Cee ae 
(6.2) D; po = Po A Ds [ee try: po + prs ae 
insieme a queste si ha 
to) f. (9) shy? i fo) 
(6.3) fee ere ea se DePee ec Pa 8, Pe 
e se ne ricava anche: 
(6.4) prs =P, Ds Pt = P, Ds Dy P# = —Ds Pa Dy P®, 


rama 


GA 0 
(6.5) Cyst € bie dw) ad Ds D; Pg . D, Re ia nas D: Pe i Ds D, Pe 


Ora: vi & una manifesta analogia, se pure indubbiamente solo parziale, 
fra le (6.2), (6.3) e le note equazioni fondamentali per una ipersuperficie in 
Sn proiettivo: olonoma o anche anolonoma®); fra le (6.4) , (6.5) e certe 
espressioni note dei coefficienti delle due forme fondamentali del Fubini 
per lV ipersuperficie @. L’analogia ¢ dovuta al fatto, gia notato, che /a teoria 
delle trasformazioni dualistiche. contiene quale caso particolare quella delle iper- 
superficie anolonome. I] cono (4.2) appare come estensione - ma con una 
dimensione di pil! — del cono asintotico; la correlazione K estende la rela- 
zione di coniugio, e allo stesso tempo in qualche modo si sostituisce alla 
polarita di Cech (0 in particolare, di Lie), che naturalmente perde significato, 
come molte altre nozioni relative alle ipetsuperficie, pel fatto che gli iper- 
piani m, che tengono ora il ruolo degli iperpiani tangenti, non passano’ pet 
corrispondenti punti P. Le (6.2) oppure anche le (6.3), che risulteranno 
integrabili in quanto si esprima che la connessione A,, & proiettivamente 
piana, possono a ogni modo servire, come le analoghe della teoria delle 
ipersuperficie, per la determinazione di una trasformaxione dualistica di Sy a 
meno di omografie di Sy in sé, quando siano assegnati i tensori crs: € prs 
(il che da subito anche le Ae quindi, nel modo indicato al numero pre- 
cedente, le Ay). Il caso di simmetria di prs corrisponde, come abbiamo gia 
notato (n. 4), al caso in cui la trasformazione dualistica si riduce alla 
_polaritd rispelto a una ipersuperficie: dal confronto con la teoria delle super- 
ficie anolonome G) questo appare in certo modo come il «caso d’olonomia » 
delle trasformazioni dualistiche. 


(1) Ved. G. Fustnt e E. Cecu, Geometria proiettiva differenziale. Bologna, 1926, vol. 2, 
pp. 611-612; e€ particolarmente il mio gia citato lavoro: Sulle connessioni proiettive, e per 
le ipersuperficie anolonome la Nota di A. Maxta, Sulle varieta anolonome, in corso di 
pubblicazione nei « Casopis pro péstovani Matematiky a Fysiky ». 

(2) Ved. G. Fusint e E. Cecu, loc. cit., p- 610; Sulle connessioni proiettive, loc. cit., 
formule (16.9) e€ (17.2). j 

(3) Wed. A. Maxta, loc. cit. 
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Matematica. Sulla deformazione delle reti di Voss di 
un S, euclideo. Nota di R. Caxapso, presentata “) dal Corrisp. 
E. Bomptant. 


1. In un lavoro in corso di stampa) ho studiato le reti di Voss di 
un S, euclideo: cio i doppi sistemi coniugati costituiti da geodetiche della 
superficie cui appartengono; tratto gui la teoria delle deformazioni di tali reti. 

Richiamo anzitutto qualche definizione di carattere generale. 

Sia S una superficie, il cui quadrato dell’elemento lineare sia 


CE Ais ds? = Edu? + 2 Fdudv + Gdv? 


e sia S’ umaltra superficie, deformata di S cioé con lo stesso ds?. 

Se sulla superficie S le linee «,v formano una rete (sistema coniugato) 
non sara in generale lo stesso delle linee u,v sulla superficie S’; ma se 
in particolare, le linee u,v formano anche una rete sulla superficie S’, il 
passaggio da S ad S’ si dira una deformazione della. rete. 

Noi vogliamo studiare le deformazioni delle reti di Voss nel senso 
ora dichiarato. 


2. Consideriamo dapprima una rete di Voss generale (a curvatura K 
non nulla) nel caso E==0 , G==0, e cerchiamo anzitutto se ammette 
deformazione in rete di Voss speciale &). 

Se S é la rete data, essa puo determinarsi col sistema di equazioni 


(loc. cit., § 8, equazione (15)) 


0? @) 
| Si aes Sen @ COS T 

2) | 2 
aes = sen T COS ® 


(1) Nella seduta del 5 novembre 1938. 

(2) R.. Cararso, Intorno alle superficie di uno spazio lineare a quattro dimensioni, 
«Rendic. del Seminario Matematico della R. Universita di Roma», a. XVII. 

(3) Per tutte queste denominazioni vedasi il citato lavoro. Basti ricordare che il piano 
normale in un punto ad una rete é@ incontrato da quelli infinitamente vicini in punti di 
una conica (di Kommerel); una rete di Voss per cui questa conica passa per wn punto 
ciclico (e cid per ogni conica) la chiamo speciale; generale nel caso opposto. 


ove w & l’angolo delle linee della rete in un punto e 7 quello degli asintoti 
della conica di Kommerel relativa al punto stesso; si ha poi 


(3) K VEG = cos 7. 


La condizione necessaria e sufficiente affinché la rete proposta si deformi , 


inntsrete sspeciale ¢%*): 


2 


o xe = Ka 
5, ay log (KEG) = F 
Questa, in base alla (3), si traduce nell’equazione 


O2 
— log cos tT = cos w cos T 


Ou OV: 
donde 
( ) oT OF 
——s ==) == COS1@) GOS. Fe 
a ou ov 


Siamo cosi ridotti a trovare le soluzioni comuni a questa equazione e 


alle (2). 


3. Formiamo anzitutto le conseguenze differenziali. 


Dalla (4) si ha: . 


Coe OG) .OT 

ou2. see eu Ou. 

(5) O27 OW OF 
| “Oy? sae: ov ov 


ed esprimendo che 


perveniamo all’unica equazione 


(6) OW ew 
= — COS TCOS ®. 
ou ov 


()nLoewcit: 


Oe ees dS 


moral 


Similmente da questa si ricava 


o? w OW oT 

| ou? "87 “Ou Ou 

(7) o? @) OW oF 
| au2 ke ov ov 


e le condizioni d’integrabilitd fra queste e le (2) sono senz’altro verificate. 
Dunque il sistema (2), (4), (6) & illimitatamente integrabile, epperd al 
quesito si risponde affermativamente, cioe: 
Esiste una classe di reti di Voss generali (dipendente da quatiro costanti 
arbiirarie) le quali sono deformabili in reti di Voss speciali ©, 


4. Per la legittimita della conclusione occorre integrare a convenienti 
condizioni iniziali. 
Noi possiamo dare ad arbitrio i valori iniziali di 


e li daremo in guisa che 


SOOT ew COS Wn... SEL. OO ay OS.) +: — 


siano inizialmente diversi da zero. 
Riferendoci poi alle (16) del § 8 del loc. cit., avremo 


Tage eal age 


sent oF [=e 2o) COS Tt =| 


= =F 
sen3 @ ou \ cosa dou sent ou 


e dovranno darsi i valori iniziali in guisa che l’espressione 


sen @® oo) COST oF 
COS @ Olt sen tT Out 
sia diversa da zero. 
OssERVAZIONE. - Se si cambia la funzione 7 in 7’ con la posizione 
Bo rae (OS 


(1) S’intende che la classe completa é costituita dalle reti ora segnalate e da tutte 
le altre che se ne deducono mediante una qualunque trasformazione per tangenti parallele. 


RenpDICcONTI. 1938, Vol. XXVIII. 7 


il sistema (2), (4), (6) prende la forma: 


| ©? @) 7 
= e* sen w) 
OU OU 
Oo? 7° 
——— = &’ cos @ 
Ou OV 
or Or’ 
ee (e’ —e—*) cos@ 
ur ov 
ow da) S 
— —— = — ¢* cos 
au ov 


che é utile confrontare con le (5) del § 9 del loc. cit. 


5. Consideriamo in secondo luogo una rete di Voss generale (a curva- 
tura non nulla) nell’ipotesi E =o , G=-o. 
Una rete siffatta si pud ritenere determinata dal sistema di equazioni 


(loc. cit.;7S- 8),/30) 


Oo? w 
Ak al €2.COS T 
8 c 
( ) Oe: 
f Paar? == 6°. Sent 
e inoltre (loc. cit., § 8, 34) 
(CD paw FKo=* cos ¢. 


La condizione necessaria e sufficiente affinché la rete proposta si deformi 
in rete speciale é [loc. cit., (14) § 9]: 
oz 
ou Ov 


log (FK) = 2FK. 


Questa, in base alla (9) si traduce nell’equazione 


oT OT 
IO Se ee pO) 
(10) my, e® COS T. 


6. Per lintegrazione del sistema (8) e (10), portiamo nella seconda 
delle (8) il valore di w dato dalla (10); troviamo cosi l’equazione in 7 


a2 
(11) oe ay sent OF OF 


ouev cost ou dv 


oye le epee! 


meat 7S aera 
Questa equazione ¢ sufficiente. Infatti, supponiamo che sia soddisfatta, 
€ poniamo: . 
I oT OF 
cost Ou ov” 


Co 


saranno allora verificate la (10) e la seconda delle (8). 
D’altra parte, osservando la (11) si trova 


o2 oT OT OT 
Oo. Se ee 
eudv ? du eu dv 
a2 A aN a 
re) oT CUP - CT 
(13) \ yD log dQ ay carn 
oll ov OU on Ov 
o2 OT OT 
OLCOS 2 = Ss 
oudy .° Ou ov 
ed avendosi per la (12) 
oT OT 


le log 3 — log cos « 4 log (-—) 


segue subito 


come si voleva. 
_ Poiché la funzione 7 non varia per qualunque trasformazione della rete 
per tangenti parallele, risulta che (a meno di trasformazione per tangenti 
parallele) nell’ipotesi E=o0 , G=-0: 

Esiste una classe di reti di Voss generali (dipendente da due funzioni 
arbitrarie) le quali sono deformabili in rei di Voss specials. 


7. L’integrale generale della (11) si ottiene facilmente sotto la forma: 


(14) RUS Te eae LTE Va, 5 sen T = ; + U2 Vz ; 


essendo U e V rispettivamente funzioni arbitrarie della sola w e della sola v. 
Infatti, a titolo di verifica, dalle (14) si ha: 


oT Us! OT Vv’ 
— = — = cost — = — => COST 
Ou U ‘ ou V 
donde segue subito la (11). 
Osservazione. — Se si cambia t in +’ con la posizione 


paid 236 = 


il sistema (8) e (10) prende la forma 


2 

o? w Bee 
Ou ov 

2 , 

2G wos aida at 
Ou ov 
Or’ On’ 


aM ooo (“ cama cs 


che va confrontato con le (16) del § 9 del loc. cit. 


8. Esaminiamo infine il caso delle superficie minime, sostegno di reti 
di Voss generali. 

Si & visto (loc. cit.) che l’elemento lineare di una tale superficie, 
riferita alla sua rete, si ottiene integrando il sistema 


o2 w ‘} 
= €? COST 
| OM, OU 
(5) nea | 
| = == ass Cline 
eu OU 
e prendendo 
(16) ds? = 2e-°dudv. 


La condizione affinché la rete in discorso sia deformabile in rete speciale 
[loc. cit., (26), § 9] & che sussista altresi la relazione: 


ee yeh e? @ 
(17) p) a7 log e Ou Non Se ) a 


o2 
aoe LOS COSi# = 6®-c0s 
e poscia 
oT OT 
ee eee CNC OS on 


Ricadiamo cosi nel caso precedente, e si conclude: 
Esiste una. classe di superficie minime sostegno di re di Voss generali 


(dipendenti da due funxioni arhitrarie) le quali sono deformabili in reti di 
Voss specialt. 


. 
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Matematica. — Sw dz un problema adi geometria differenziale 
an grande posto dal Minkowski. Nota di C. Miranpa, presen- 
tata‘? dal Corrisp. M. Picone. 


Nella sua classica Memoria: Volumen und Oberflache, pubblicata nel 
1903 nei « Mathematische Annalen », il Minkowski si pose il problema della 
determinazione di una superficie S chiusa e convessa Ja cui curvatura totale 
K (S) sia in ogni punto P di S un’assegnata funzione (positiva) f(X,Y,Z) 
dei coseni direttori X,Y,Z della normale in P ad S. Il Minkowski, 
valendosi della sua teoria dei volumi misti, dimostrO l’esistenza e Punicita, 
a meno di una traslazione, di una tale superficie, assumendo pero per la 
curvatura totale una definizione, che non é sempre equivalente a quella ordi- 
nariamente accettata in geometria differenziale. Scopo della presente Nota 
é appunto quello di riprendere in considerazione il detto problema dal punto 
di vista della geometria differenziale classica. Cid puo farsi, per la via piu 
semplice e naturale, valendosi di un metodo, di cui mi sono gia servito in 
un mio lavoro.) sulle equazioni a derivate parziali in forma parametrica, 
e di alcune considerazioni di topologia funzionale nell’ indirizzo di R. Cacciop- 
poli. Riservando ad un pil ampio scritto una trattazione completa della 
questione, mi limiterd qui ad enunciare il risultato a cui sono pervenuto, 
dando solo qualche cenno del procedimento seguito. 


1. Diremo che una superficie chiusa e convessa S é regolare di ordine 
m +2 se di ogni suo punto P si pud trovare un intorno J su S che sia 
rappresentabile parametricamente sul cerchio C(w? + v? =1) mediante le 
equazioni 
x=x(u,v) , y=y@,v) =X, %), 


risultando x(u,v), y(w,v),x(#,¥) funzioni dotate di derivate parziali 
m-esime hélderiane con esponente 4%) in C e tali inoltre che sia in tutto C 


EG—F?>0. 


(1) Nella seduta del 5 novembre 1938. 

(2) C, Miranpa, Sull’esistenza e Vunicita di una superficie di assegnato bordo veri fi- 
cante un’equazione a derivate parziali in forma parametrica, « Memorie della R. Accademia 
d'Italia», vol. VI, 1935. 

(3) Una funzione f(u,v) definita in C si dice hélderiana con esponente A se P insieme 

vy 


numerico descritto da | f(w,v)—f(w,v’) | + [@— u’)2+(v—v')?] 2 al variare di 
(u,v) (w’,v’) in C & superiormente limitato. L’estremo superiore di tale insieme si designa 


col simbolo | f |, - 


Sea tar : Dnt Cet ee 7 Lr ihc ie nae aad eat tne 
4 al er i iu 
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Una tale superficie S si pud ricoprire per intero con due di tali intorni per 
modo che ogni punto P di S risulti interno ad uno almeno di essi. Dopo 
cid ogni funzione 7 definita su S si potra rappresentare con una coppia 
(n:, 2) di funzioni definite in C. Diremo che 4 é dotata su S di derivate 
parziali p-esime hdlderiane con esponente A se entrambe le funzioni 7; € 2 
godono in C di tale proprieta e chiameremo norma di ordine p + della 
funzione y la quantita 


nt? = max|al+ 2 > 


b= Ts 240 


oP Nk 
Oui Ove —+# 


Dopo cid, se consideriamo lo spazio &,, 4, di tutte le superficie S 
chiuse e convesse, regolari di ordine m + 2, che passano per l’origine O 
delle coordinate ed hanno ivi come normale interna l’asse x, possiamo in 
tale spazio introdurre la nozione di intorno al modo seguente: per ogni 
punto P di S di coordinate (x,y ,%) conduciamo un asse di coseni direttori 
(«,8, 7) formante con la normale ad S un angolo minore di 7/2 e tale 
inoltre che «, 8 e y risultino su S funzioni dotate di derivate parziali 
m-esime hdlderiane con esponente A; diremo intorno di ampiezza ¢ della 
superficie S la totalita delle superficie S’ di equazioni 


Mae ye oy) cb MB 5 Re x NG 


designando 1 una funzione nulla in O con le sue derivate prime, di norma 
d’ordine m+ A non superiore ad ¢. La limitazione imposta alle superficie 
di &,,4, di passare per il punto O con una data normale é giustificata dal 
fatto che nel nostro problema debbono considerarsi equivalenti due super- 
ficie che si possono ottenere l’una dall’altra con una traslazione. 
Consideriamo ora sulla sfera Q: dello spazio XYZ di. equazione 
X?+ Y?+7Z?=1, la totalita delle funzioni positive f(X,Y,Z) dotate di deri- 


vate parziali n—esime hélderiane con esponente A e soddisfacenti alle condizioni 


0 [Ema [Fan [Fino 


Q 


Tali funzioni costituiscono uno spazio che indicheremo con &, + ,, nel 
quale si pud definire ’intorno di ampiezza ¢ di una funzione f, come la 
totalita delle funzioni f’ per le quali si ha || f— fal eee 5 

Poiché una superficie S di X,, 4, ¢, per ipotesi, convessa, essa si puod 
mettere in corrispondenza biunivoca con la sua immagine sferica Q e la 
sua curvatura totale K(S) si potra quindi considerare come una funzione 
definita su Q, sempre positiva e dotata di derivate parziali (m—2)-esime > 
hdlderiane con esponente*A. Dalle relazioni 


[Xdo= [ ¥do= [2ds =o, 
S S S 


Ay | 


ricordando che dw = Kdo, si deduce che la funzione 


(2) [(&,Y,2)=K(), 
verifica la (1). 

La (2) fa dunque corrispondere ad ogni superficie S di &,, 43, una fun- 
zione f di X;, 24, e la dimostrazione del nostro teorema di esistenza e di 
unicita ¢ dunque ricondotta a far vedere che tale corrispondenza ¢ comple- 
tamente invertibile. Con un procedimento, di cui daremo qualche cenno nel 
numero seguente, si riesce a far vedere che tale invertibilita sussiste effetti- 
vamente se ¢ m= 5. Si perviene cosi al seguente teorema: 

Comunque si assegni su Q una funzione positiva f(X,Y ,Z), dotata di 
derivate parziali terze hilderiane e verificante le (1), esiste una superficie chiusa 
e convessa S regolare di ordine 5 + che ammette f come curvatura totale ; 
tale superficie & univocamente determinata a meno di una traslazione. 


2. La dimostrazione del teorema enunciato nel numero precedente ¢ 
basata su di una teoria generale della inversione delle corrispondenze fun- 
zionali dovuta a R. Caccioppoli®. Secondo tale teoria la completa inverti- 
bilita della (2) resta assicurata se tale corrispondenza funzionale gode delle 
seguenti proprieta: Ara,” 

A) Esiste una funzione f di X;,_.4, che é la trasformata attraverso 
Ja (2) di un’unica superficie S di B43. 

B) Se S ed f sono due elementi di B+, € Un—242 che si corri- 
spondono attraverso la (2), la (2) € invertibile fra due intorni convenien- 
temente ristretti di S ed f. ; 

C) Ogni successione di elementi di %,,.; che sia trasformata dalla 
(2) in una successione convergente di elementi di X,-.4,, € compatta. 

La proprieta A) @ subito verificata; basta infatti osservare che la sfera 
& Punica superficie chiusa e convessa che abbia curvatura totale costante “. 

Per dimostrare la proprietai B) giova osservare che, introducendo i 
coefiicienti D,D’ e D” della seconda forma quadratica differenziale della 
superficie S, la (2) puo scriversi 

a, 42 
OnE TAK YD, 
la quale non é altro che un’equazione a derivate parziali del secondo ordine 
in forma parametrica che, per essere f >> 0, risulta di tipo ellittico (3) e per- 


(1) R. Caccioppout, Sulle corrispondenze funzionali inverse diramate: teoria generale e 
applicazioni ecc. «Rendiconti della R. Accademia dei Lincei», vol. XXIV, 1936, p. 258 
e p. 416. 

(2) Cfr., per es., -W. Biascuke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, vol. 1, § 76. 

(3) Ricordiamo che un’equazione a derivate parziali in forma parametrica del secondo 
ordine T(x ,9,%,%u, Ju, %u, Xv, Jv, Ww,D, D’, D’’) =o si dice di tipo ellittico se € 
Ie ae Sa aes np SS 


tanto la dimostrazione della proprieta B) si pud conseguire con un metodo 
analogo a quello di cui mi sono valso nella mia citata Memoria “). 

Per quanto riguarda infine la proprieta C) mi limiteroO a dire che il 
punto pili delicato della sua dimostrazione consiste nella ricerca di un limite 
superiore delle curvature principali delle superficie della successione consi-. 
derata. Poiché le curvature totali di dette superficie sono gia equilimitate 
per ipotesi, occorre limitarne anche le curvature medie H. Tale limitazione 
& fornita dalla seguente diseguaglianza, che credo nuova, 


max H? = max 4K —K*A, = , 
I 


dove il A, K 


deve intendersi calcolato rispetto al ds? della sfera Q, secondo 


Beltrami. 


Matematica. — 4 pplicaziont del metodo di Minding per 
la deformazione delle rigate. Nota di U. Satrint, presentata” 
dal Corrisp. E. Bompiant. 


§ 1. - La classe delle superficie rigate applicabili sull’iperboloide di 
rotazione € nota per le classiche ricerche di Bianchi, Laguerre ecc. %); ma, 
come osserva il Tortorici“, ¢ di notevole interesse il determinare la equa- 
zione esplicita di qualche deformata, sviluppando a fondo quanto invece é 
semplicemente indicato dalla teoria. 

I] Tortorici, applicando un suo metodo di deformazione delle rigate, 
perviene alla equazione in forma esplicita della deformata a piano direttore 
del detto iperboloide di rotazione. 

Qui viene ripresa, per suggerimento del Calapso, la questione trattata 
dal Tortorici e si fa vedere che l’anzidetta deformata a piano diretiore si 
puo dedurre, quasi immediatamente, applicando il noto metodo di Minding &), 
con un procedimento che sembra pil semplice di quello adoperato dal Tor- 
torici. Anzi, spingendo avanti la ricerca, si deduce (sempre come applica- 
zione del metodo di Minding) |’equazione in termini finiti delle deformate 
dell’iperboloide rotondo a cono direttore di rotazione, ottenendo cosi una 
generalizzazione del risultato del Tortorici. 


(1) C. Miranpa, loc. cit. in (2) a pi 237. 

(2) Nella seduta del 5 novembre 1938. 

(3) Ved. Brancut, Lezioni di Geometria Differenziale, ed, 1902, vol. I, Cap we valle 
(4) Torrorict, Sulla deformazione ecc.... « Bollettino U.M.I.», 1927, p. 72. 
(5) Ved. BIANcuI, loc. cit. 


§ 2. - Consideriamo Viperboloide di rotazione, che rispetto ad un 
sistema cartesiano ortogonale, ¢ rappresentato dalla equazione 


(1) soa SLE te (a0 to 


L’equazione del suo cerchio di gola é allora: 
(2) WO, ae Me cede ON 


Un punto qualunque M di esso ha le coordinate 


(3) = acos — = asen — =O 
a cos - : = isen ect ee 
3 Pp a g ; > 


essendo v l’arco di circonferenza compreso fra M ed il punto di incontro 
del cerchio col semiasse positivo x. 

Si deduce allora che i coseni direttori |,m, di una qualunque gene- 
ratrice dell’ iperboloide sono: 


z a v c 
(A) == Se een ee pee — cos = 
, Ja? + C2 


. 
> bE) 


vgs 2 a Ya? + 0? 


Tenendo conto delle (3) e (4) si ha quindi: 


2 + m? +n? = 1 
I 


a? + ¢? 


12-4? == 


(5) Rael aul eae cae 
Bb ma a = 
lp’ +m d+n'r’'=0 


prig?+rtat. 


Inversamente, noti i secondi membri delle (5), potremo determinare le sei 
funzioni p,qg,r,1,m,n, dopo di che la retta 


x =p + Ip se) SV = Amp oy for seo 


descrive nel modo pit generale, una deformata rigata “, 

Perché la detta deformata sia a cono direttore rotondo, si puo supporre, 
senza ledere la generalitd, che sia = costante. 

Allora, posto d? = 1 —n?, dalla prima delle (5) si deduce 


(6) l=dseno ; m=dcos9 


(1) Ved. Brancut, loc. cit. 


a 24D 
e quindi dalla seconda delle (5) si ricava: 


7G 


ees K 
Va — n?) (a? + ¢?) a 


(7) a) 


essendo K una costante arbitraria. 
Se ne deduce ancora che: 


() pte ec ; 


=—=— Uv 
m = V1 — n? cos 


+K 
VG — n?) (a? + 0?) 


e quindi: 


| Vo Eee: ee re a ae fT) ie K| 


VU 


(9) 


hye St Or 


i ae et gar ees — -+k 
| Ya? + 6 fe ee tar ers, : | 


Con facili calcoli si ha allora: 


VU 
ima ve= fae eee K 
| moint| \epe ic —@ +e) | | 


Hob n U 
= = —————_ cos K 
al occa a cot alae ee be Aer) | 
Ltot t Ve aera 
1 y= = — 3 
be G04 


Ricordiamo che“: 


I'N + eA /M? sen? 6 — N2 


p == cos 0 ME 


m'N + eu. JM? sen? 6 — N? 
M2 


g = mcos 0 + 


n'N + ev /M? sen? 6 — N? 
M2 


r =n cos §4 
doves=it1. 


(1) Ved. Brancut, loc. cit. 


SAA cabal gs ee ae aa Ra Pee tas Ne RON METER RA TNT Cae Cory Sat 
Osservando che nel caso nostro si ha: 
a C2 I 


————— _;__ sen? 0= seer Viz v2 tN sO 
Va? os G2 3 


COS Oise tute eae a 
has alt Se a? + ¢? 


e tenendo conto delle (8), (9), (10) si deduce: 


Pash Sere ney cnr | cos 


99) 
(amet) k| fas 


k| aT 


(11) (qg= }a(t— 0?) enc V1 — 1? } sen aac 


ee \ na — ec V1 —n? 


| (ae +o 


v+M, 


essendo M,,M.,M, costanti arbitrarie. 
Cio posto, cambiamo il parametro v nel parametro wu, con la posizione: 
og 
= + K 
\G—n)@ +2) 


(12) ul 


Le (11) si trasformano allora nelle altre 


p=—C,cosu+A, 
(13) ga (Cysena A, 

tree CL EA, 
essendo 


(14) 


| C, =a(1—n?) +encft—v 
| 2 = (na— ec ft — nr?) Vt — 


e A,,A,,A, delle. costanti. 
Le equazioni della rigata deformata sono allora 


x=ptel 3; yo=qtom 3; X=r-+ten 


dove per p,q,r ed /,m,n, bisogna prendere i valori dati dalle (13) e 


dalle (8). 
Da queste equazioni parametriche si deduce la equazione cercata della 
rigata deformata 


i aL —wv En |x? +y—c 
C, jr — n? 
—ysen [PM ude tye he ge 
C, )1 —n? 


dove C, e C, hanno i valori (14); avendo supposte nulle le A,,A,,A4;, 
il che si pud sempre fare, a meno di una traslazione della superficie. Inoltre, 
come abbiamo detto, con m indichiamo una costante arbitraria. 

Per n =0 si ha dalla precedente la deformata, a piano direttore, espli- 
citata dal Tortorici nel citato Javoro. Per l’identificazione con la superficie 
del Tortorici, occorre ricordare che ancora si dispone di omotetie (con 
potenza arbitraria) di traslazioni e del nome degli assi. 


Matematica. — £stensione d’un teorema trigonometrico 
del Legendre. Nota“® di A. Tonoxo, presentata dal Socio 
U. AMALDI. 


Un classico teorema del Legendre, riconduce, entro una ben precisata 
approssimazione, la risoluzione d’un triangolo sferico a quella d’un triangolo 
rettilineo, i cui lati sono eguali alle lunghezze degli archi, e i cui angoli 
sono quelli del triangolo sferico, ciascuno diminuito d’un terzo dell’eccesso 
sferico. Si deve a Gauss una precisazione di questo teorema, che raggiunge 
un grado pili elevato di approssimazione e concerne non soltanto i triangoll 
sferici, ma pil in generale i triangoli geodetici situati sopra uma superficie 
qualunque, cioé anche non a curvatura costante), Pure restando nell’ap- 
prossimazione del Legendre, si pud pensare ad un altro tipo di estensione, 
in cui si considerano triangoli curvilinei qualsiansi, anche cioé non geodetic, 
e precisamente ci si puo porre la quistione seguente: dato un piccolo 
triangolo curvilineo sopra una superficie quale si voglia (nell’approssima- 
zione del Legendre essa pud considerarsi, entro il campo del triangolo, a 
curvatura costante), quali modifiche occorre apportare ai suoi lati e ai suoi 
angoli, affinché Ja sua risoluzione possa ricondursi a quella di un triangolo 
rettilineo? La risposta a questa domanda puo agevolmente essere dedotta 
dalle formule (5.5), (5.6) stabilite dal Levi—Civita in una sua recente 
Memoria G). Ed ecco in che modo. 

Mantenendo: le notazioni ivi usate, sia“) P,P,,,P,4. un piccolo 
triangolo costituito da archi di tre linee qualunque tracciate sopra una su- 
perficie quale si voglia, e indichiamo con J, la lunghezza del lato opposto 


(1) Pervenuta all’Accademia il 10 ottobre 1938. 

(2) Cfr., ad esempio, Darsoux, Legons sur la théorie générale des surfaces. To. 3 
(Paris, Gauthier Villars, 1894), livre VI, chap. VIII, p. 169. 

(3) T. Levi-Crvira, La trigonometria dei piccoli triangoli curvilinei sopra una super- 
ficie, in corso di stampa nel volume XII dei « Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico 
di Milano». (Milano, Libreria Editrice Politecnica). 

(4) LVindice b percorre i valori 1, 2, 3 con la convenzione di risguardare coincidenti 
gli indici che differiscono di tre, o d’un multiplo di tre. 


al vertice P,, con a la lunghezza della corda geodetica P, , , Peo con op 
Pangolo formato in P, dai due archi curvilinei P,P,,,,P,P,4.2, con a 
Pangolo formato in P, dalle corde geodetiche: P;P,,,,P,P,,., infine 
con 1, Y» rispettivamente la curvatura geodetica dell’arco P,,,P,4,, e 
la sua derivata rispetto a quest’arco (contato nel verso di circolazione 
P,P, 41 P,4.2 assunto come positivo sul perimetro del dato triangolo 


curvilineo), tutte e due essendo calcolate nel punto di mezzo del lato 
Dae Pas Posto 


f Bip a's 
| k= 35 Veh 


T 
8 == {Yeti hg: Yi tote a | ar 


Me Wess 2 5 2 
2 svete bite yale 


valgono le formule “ 


ay = ly iL Sa) 3 


ay = Oh os 8h, 


che sono esatte fino ai termini del second’ordine inclusi, nel senso ben 
precisato dal Levi—Civita nel citato lavoro. 

Il triangolo di lati a; e di angoli «, € in ogni caso assimilabile (pas- 
sando attraverso l’immaginario quando si tratta di superficie a curvatura 
negativa) ad un ordinario triangolo sferico per cui vale il ricordato teorema 
del Legendre, a norma del quale, il triangolo rettilineo da prendere in con- 
siderazione ha per lati le lunghezze a; delle corde geodetiche, e per angoli 


: € ‘ 
i valori a —-—; ove e =o, + a, + 4, —~7. Le (1) legano questi ele- 


menti del triangolo sferico ausiliario agli elementi /,,», ys, Y» del triangolo 
curvilineo assegnato P,P, +4; P,4.- 

Quindi, se denotiamo con L, i lati e con ®, gli angoli del triangolo 
rettilineo in discorso, possiamo scrivere le formule 


L.=h(1 — yw), 
(2) | O, = ———, 


5 - 
€= Xo» 7 LYh lh, ae PN is 


le quali sono esatte a meno di termini del terz’ordine. 
Naturalmente, se il triangolo curvilineo P,P,+;P,4. € geodetico, 
tutte le y» sono nulle, e si ricade sul risultato del Legendre. 


(1) Sono le formule (5.5), (5-6) della citata Memoria del Levi-Civita. 
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Dando forma esplicita alle formule (2), dopo ovvie riduzioni, si arriva 
al seguente enunciato: sopra una superficie qualsias si consideri un triangolo 


P,P,4; Psy. formato.con gli arch di tre linee qualunque, e siano ln, @», . 


YoY» rispettivamente le lunghexxe dei lati, le misure degli angoli, 1 valori 
delle curvature geodetiche e delle loro derivate rispetto agh archi (mel verso di 
circolazione Py P,4 1Py42) calcolati nel punto di mezzo dei lati. Allora, a 
meno di termini del tervordine, la risoluzione del suddetto triangolo curvilineo 
si pud ricondurre a quella d'un triangolo rettilineo 1 cui lau L;. sono eguali 
ai lati 1, diminuiti, ciascuno, di 

I 233 

o4n Ley 


e i cui angoli ®, sono eguali agli angoli @» diminuiti, ciascuno, di 


2 


>) = G) 
Aiea. a en, l, +5 2h h——s li ree lie 
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Matematica. — ecerche sulle curve quasi—asintotiche. 
Nota I di M. Vitva, presentata“? dal Corrisp. E. Bompiant. 


1. La proprieta, dimostrata nel n. 2 e del resto evidente, che ogni 
curva quasi-asintotica y,,, di una Vi & pure quasi—asintotica Ym, > per Vi 
dove m>>r(m<s), stabilisce una scala gerarchica fra le curve quasi—asin- 
totiche. 

Segue infatti che le pit generali y,,, sono le y,_1,;, € dopo queste le 
pit generali sono le Y;—2,5, € Cosi di seguito..., nel senso che le curve Yi, 
sono particolari curve yj,;, S¢ J >1. 

Si pongono cosi in primo piano le curve y,_1,; € le y,—2,;. 

Le pit semplici y,—.,, sono le y,,; (s = 3) alle quali sono dedicati 
vari miei lavori recenti 4). 


(1) Nella seduta del 5 novembre 1938. 

(2) Le curve quasi-asintotiche, com’é notissimo, sono state introdotte da Bompiani. 
Ricorderd la definizione: una curva appartenente ad una varieta. Vk dicesi quasi-asinto- 
tica yr,s (0 <r<5s) per questa varieta quando I’S(r) osculatore a Vx in un punto gene- 
rico della curva e lo Ss ivi osculatore a y,,s hanno uno spazio intersezione di dimensione 
>, oppure quando 1’S; osculatore alla curva in un punto generico € indeterminato, cioé 
quando la curva sta in un S;s—r: 

(3) Vita, Proprieta differenziale dei coni di Veronese. Questi « Rendiconti», vol. XXV, 
ser. 6%, 1937, p. 691; Sopra una classe di Vk situate sui coni di Veronese. Questi « Rendi- 
conti», vol. XXVH, ser. 6°, 1938, p. 217; Proprieta differenziale caratteristica dei conti proiet- 
tanti le varieta che rappresentano la totalita delle quadriche di uno spazio lineare. Questi 
«Rendiconti», vol. XXVIII, ser. 6’, 1938, p. 33 Ricerche sulle varieta Vi che posseggono 00d Ep 


Be ys ee 

Nella teoria delle curve quasi-asintotiche & problema fondamentale 
quello di ricercare le variet’ Vi che posseggono curve y,,, (di indici asse- 
gnati) e che formano totalita pure di tipo assegnato. Ora, in questa ricerca, 
puo riuscire utilissima losservazione che viene suggerita dalle considera- 
zioni precedenti, e cioe che le varietd che posseggono y;,, sono fra quelle che 
posseggono y;,;(j >1). 

Per ricercare le varield Vy che posseggono totalitd di tipo Q assegnato di 
Yr,s St possono quindi ricercare le Vz che posseggono totalitd Q di y,4+,,. 
(1<t<s—r) e poi ricercare fra quest’'ultime le prime. Cosi operando al 
problema dato se ne sostituisce uno pil generale ma che analiticamente ¢ 
piu semplice. 

Se per un E, generico di Vi mon esiste una curva di Q che possegga 
quel’E,, vale a dire se un E, di Vi non é in generale E, di. y,,,, con- 
viene studiare preventivamente il problema per le y,_,,,(t = s —r—r). 
Quest’ultimo problema si pone, com’é suggerito dalla trattazione analitica, 
nel modo pi generale seguente: 

Ricercare le V; che posseggono co® E, di y,_,,;, cioé che ne pos- 
seggono co®—* per ogni punto (k= 3 = 2k — 1). 

Facciamo, se s>>2, Vipotesi opposta, che interessa particolarmente il 
presente lavoro: per un E, generico di V: esista uma curva di Q che pos- 
siede quell’E,, di guisa che ogni E, di Vi é E, di ¥,,,. 

In quest’ipotesi conviene, in generale, prendere t= s—r—2, cioe 
studiare preventivamente il problema per le y,_.,,. Infatti le Vz per cui 
ogni BE, ¢ Erdi y,_,; ,;,sone-(n: 3) tutte e sole. quelle per cui Sis — 1) 
osculatore in un punto generico e lo spazio ambiente: sono quindi varieta 
molto generali e l’appartenenza delle V: cercate a tale tipo ci dice troppo 
poco di esse (se r<<s—t1), per quanto ci porti a conclusioni importanti 
(n. 4). 

Né si possono avere, nell’ipotesi fatta, risultati diversi dal precedente 
per le Vz dotate di totalita.Q: di y;2..-;. 

Di qui appunto l’opportunita di rivolgersi, se r<cs — 1, alle y,_.,. 
miyece che. alle y,_¢ ,. 

Com’é suggerito dalla trattazione analitica, il problema per le y._.,. 
si pone nel modo pit generale seguente: 


di y1,3, con particolare riguardo al caso k= 4,5=8. «Memorie della R. Accademia 
dei Lincei» (in corso di stampa). Alle curve y:,; € pure dedicata una mia Nota, di pros- 


2” 
sima pubblicazione, dal titolo: Sule variela situate sui coni -proiettanti la V,, che rappre- 
senta la totalita delle quadriche di Sy. 
(1) Pit in generale, diciamo En di yr,s(m<s) un elemento En di n-esimo ordine 
(cioé punto, tangente, --- ,Sn osculatore) di curva di Vr che ha, nel punto, carattere di 
curva quasi—asintotica yr,s, ossia un E» contenuto in Es il cui Ss osculatore taglia I’S (7) 


\ 


osculatore nel punto a Vr in uno spazio di dimensione >,r oppure é indeterminato. 
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A) Ricercare le Vi che posseggono co® E, di y.—2,:, Choe che ne pos- 
seggono co®—2 +8 per ogni Ey (2k —1 = 8 = 3k — 2). 

Se, supposto s >> 3, per un E, generico di Vy esiste una curva di Q 
che possiede quell’E,, di guisa che ogni E, di V,é E, di y,,., per ragioni 
analoghe alle precedenti, per r<s — 2, converra studiare preventivamente 
il problema per le y,_;,:, e anzi il problema pit: generale seguente: 

Ricercare le V; che posseggono co® E; di y,_;,;, cioé che ne pos- 
seggono cob—3#+? per ogni E, (3k —2 =3=4k—3). 

Se poi ogni E, di Vs fosse E; di y,,;(s>>4) si procedera analoga- 
mente. E cosi di seguito. 

Nell’ipotesi, che particolarmente interessa il presente lavoro, in cui per 
un E, generico di Vi esiste una curva di Q che possiede quell’E, (mentre 
altrettanto non avviene per un E, generico), il metodo che abbiamo esposto 
consiste in: 1°) risolvere il problema A per un opportuno valore di 8; 2°) ri- 
cercare fra le Vx trovate quelle che posseggono la totalita Q di y,,;. 

Un esempio brillante di applicazione di questo metodo si trova nel 
n. 5 dove si dimostra che un classico teorema di Bompiani“) ha un campo 
di validita pid vasto di quello che si era finora ritenuto. I nn. 6, 7, 8, 9 
sono dedicati allo studio del problema A. 

Per s = 3, cioé per gli E, di y,,;, il problema A ¢ gia stato posto e 
risolto per S>>2k—1,k<5 e in vari altri casi (di notevole generalita) 
nei miei lavori gia citati. 

Ho anzi indicato, in uno di questi lavori, un metodo per la risoluzione 
generale del problema A per s = 3 (8 > 2 k—1), che ho sperimentato con 
successo nei miei lavori suddetti, e che viene esposto anche nel n. 7. 

Esso si fonda principalmente sulla considerazione della varieta degli S; 
tangenti a V;. 

Queste mie ricerche sul problema A per s = 3 servono di guida nello 
studio del problema A per s>>3. Nel n. 8 si & considerata in vece della 
varieta degli S, tangenti a Vi, la varieta W (m) luogo degli S(m)_ oscu- 
latori a Vz e si sono determinate le condizioni necessarie e sufficienti perche 
la dimensione di tale varieta si abbassi di / unita, rispetto a quella che ha 
in generale. Mi riservo di vedere in un prossimo lavoro fino a che punto 
questo problema dell’abbassamento della dimensione di W (s — 2), che 
diremo problema B, s’innesti nel problema A, dal che potrebbe uscire un 
metodo per lo studio del problema A per s >3 analogo a quello suddetto 
pen =e 

Tuttavia nel n. 8 ho gia osservato che se sono verificate le condizion 
per Vabbassarsi della dimensione di W (s — 2) di 8 — 2k + 1 unitd (probl. B) 
sono verificate anche parte delle condizion a cut Vi deve soddisfare per posse- 


(1) Bompiant, Proprieta differenziali caratteristiche di enti algebrici. « Memorie dell’ Ac- 
cademia dei Lincei», 1922, vol. 13, ser. 5*, p. 474. 
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dere co® E, di y;—.,, (probl. A), da cui segue che si possono  utilizzare 
per s >> 3 i risultati relativi al problema B per il problema A, come gia 
si fece per s = 3 nei miei lavori citati. Cid viene appunto fatto in un caso 
particolare nel n. 9, utilizzando un risultato di Bompiani, che ¢ Punico che 
Si conosce finora sul problema B per 5s >3. 

La varieta W (2) luogo degli S (2) osculatori a una Vz, che fu con- 
siderata per la prima volta dal Bompiani®, ha in generale dimensione 


Dye ee Ee 


v, se V; soddisfa a vy equazioni di Laplace (lin. indip.) 
(v0), 

Orbene, il Bompiani ha trovate le varieta Vi per le quali W (2) ha 
dimensione D —1 nellipotesi che V; rappresenti il minimo numero _pos- 
sibile di equazioni del 3° ordine e nell’ipetesi che alcune di queste siano 
ottenute per derivazione da v equazioni del 2° ordine componenti un si- 
stema parabolico@). V; che posseggono oo? E, di y.,,.(caso di s=4, 
3 = 2k del problema A) si hanno appunto imponendo (n. 9) alle V: tro- 
vate da Bompiani le ulteriori condizioni per Vesistenza di co?* E, di y2,,. 

Si perviene cosi (n. 9) a particolari V; situate sopra il cono del- 


> : ak—TI 
Poraeee +) proiettante da un S,—, la V;_—, rappresentante le 
kA AE A 2) ak, 


6 
forme cubiche Vj_. di S,_,. 

E questo risultato ha interesse sia perché fornisce un esempio di appli- 
cazione del procedimento suindicato, sia perché le varieta trovate porgono un 
primo esempio di V; soddisfacenti al problema A per s>>3 e 8>>2k—1, 
ma anche per un altro motivo: 

Nelle ricerche sul problema A per le y,,; (s = 3), come appare dai 


> 


+k 


miei lavori citati, occupano un posto importante i coni proiettanti la va- 
rieta che rappresenta la totalita delle quadriche di uno spazio lineare (in 
particolare quindi i coni di Veronese) e Je varieta situate su di essi\. 
Ora, passando dalle y;,,; (6 = 3) alle y:,, (s = 4), € notevole il fatto che, 
utilizzando il precedente risultato di Bompiani, si ricada proprio in una 
varieti analoga, in una varieti cioé situata sopra il cono proiettante da un 


i q 2 . 
S,—y la Vi_, rappresentante le forme cubiche Ve, dr-Szu4. 


(1) Bomerant, Sistemi di equazioni simultanee alle derivate parziali a caratteristica. 
« Atti dell’Accademia di Torino», vol. 49, 1913, p- 127. Questo lavoro si richiamera 
con N. 
(2) Bomprant, N, pp. 113-128. 
(3) In particolare, nella seconda delle mie Note citate, sono considerate delle 
ous f ieee ; 
varieta situate sui coni di Veronese che ho indicate con ®r. E la ®, ela V, di Segre 
sono, fra i quattro tipi possibili di V, con cof E, di y1,;, i due pit interessant. Oranne 
curioso il fatto che particolari ©, si presentino anche in importanti ricerche di altra natura. 
Si veda infatti: G. Scorza, Le varietd a curve sezioni elliltiche. « Annali di Matematica », 


vol. 15, ser. 3°, 1908, p. 218, caso cV; dove, per di pili, la particolare @, si presenta an- 


: 6 as 
cora accoppiata alla V, di Segre. 


RENDICONTI. 1938, Vol. XXVIII. 18 


Questi coni e i coni precedenti rientrano, rispettivamente per 1 = 3 
e 1 = 2, nel tipo generale dei coni proiettanti le varieta che rappresentano 
la totaliti delle forme di ordine m di uno spazio lineare, alle curve quasi— 
asintotiche dei quali e a quelle delle varieta situate su di essi ¢ dedicato 
un mio lavoro di prossima pubblicazione. 


2. Dimostriamo il seguente teorema annunciato nel n. 1: 

Se una curva ¢ y,,, per-Ve & anche Y»,, per Vi dove m>>r(m<5). 

Tnfatthse la curva’ y,, Stain Uno) @ essa) e anicne 77 a" 

Se, al contrario, y,,; non stain un S,_,, allora, per definizione, 1’S (r) 
osculatore a V; in un punto generico P di y,,, e I’Ss; osculatore in P a 
y,,; hanno lo spazio intersezione & di dimensione >r. 

Nell’Sin osculatore a y,,, in P consideriamo un S,,_,—: sghembo 
con 1’S, osculatore in P a y,,, (il quale & contenuto in Sim poiche m >r). 

Dico che questo S,,_,—1 ¢ sghembo con X. Infatti se avessero in co- 
mune un punto O, !’S, e 1S (r) avrebbero in comune O perché Sin con- 
tiene S,,_,—; e ?S(r) contiene &. Ma Sm e S(r) hanno in comune I’S;; 
e O non appartiene ad S, perché S,,__,_, € sghembo con S,. Dunque: Sm e 
S(r) avrebbero in comune almeno un S,,, (quello individuato da S, o 
da O)-e percid la. curva sarebbe una y,,,, mentre € una y,,, cons >m. 

L’S (m) osculatore in P a Vi, contenendo I’S (r)(r< m), contiene & 
e contiene pure S,_,,, che sta in Sm. E V’Ss contiene & e, contenendo 
Spt S) p aCONtCNE On atyy ti): 

Concludendo: S(m) e Ss contengono lo spazio individuato da & e da 
S;—m—1, spazio che — essendo % e S,_,,—, sghembi e avendo 2 dimen- 
sione >>r — ha dimensione >> m. Cio significa appunto che la curva ¢ Y,,,;. 

E poi evidente che la proprietd precedente, in generale, non s’inverte. 

oi ha cioé:. Una-y,,..,.0. generale, non. e737), dove baer 

Pero se la curva sta in S,_, essdéYm,; con m qualunque (1 =m<s). 

Dalla dimostrazione del teorema precedente, segue che: Un En di y, ,. 
di Ny-é anche Ey diiym,.:0 Ve dove m1 (m,n <5), 


3. Per il teorema sopra dimostrato, le y;_;,, sono le piu generali y, ,.. 


Sina 
Condizione necessaria e sufficiente perché ogm E, di una-V; sia E, di 
Y:—1,s @ che Vx appartenga all’S (s —1) osculatore in un suo punto generico. 


Infatti 1’S (s — 1) osculatore in un punto x(t,,-+-++,7%) a Vi & lo 
spazio di x e di tutti i punti derivati d’ordine =s—v1. L’S; osculatore 
ad una curva di V; in x & individuato dai punti 


eo 2 dk da, SOAK ae ee 
+ 2K; d* 5, 02+ de" X= UK... aT dt, «+ dt te 


SU ano 


> 


edu, dupes = dase 
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Ox O2% 


6 Xi, iy = 


avendo posto x; = 


e analogamente; eli indici 


1,1;,%, +++ ,%s assumono in tutti i modi possibili i valori 1,2,---,k. 

Afhinché PS; precedente appartenga all’S(s—1), oppure sia indeter- 
minato, deve essere nulla la matrice (cioé nulli tutti i minori d’ordine 
massimo estratti da essa) 


S (s — 1) 


Sy 
a 


x 
OT; OT;, OT;, 


(1) 


Xi i ‘i dt;. dt, 3498 dt;, 


gee: 


dove S(s—1) sta ad indicare le orizzontali costruite con le coordinate 
dei punti che lo determinano. 

Se ogni E, di V; ¢ E, di y,_:,,, la (1) deve essere-soddisfatta iden- 
ticamente rispetto ai dt;. Segue che tutti 1 punti derivati s—esimi stanno in 
S(s—r) il quale € quindi lo spazio ambiente di Vi. La condizione é 
dunque necessaria. Essa & pure sufficiente perché se S(s—1) é lo spazio 
ambiente di V;, i punti derivati s-esimi stanno pure in questo S(s — 1) 
e percio la (1) & soddisfatta qualunque siano i dt; . 


4. Dal teorema precedente segue: 

_ Se ogni E, di una Vi é E, di y,,,, Ve appartiene alPS(s — 1) oscu- 
latore in un suo punto generico. 

Infatti, siccome ogni E, di y,,,, dove r & qualunque (r<s), & E; di 
Y:—1,; (n. 2), ogni Ve -per cui ogni E, ¢ E, di y,,, dovra trovarsi fra 
quelle per cui ogni E, ¢ E, di y,_,,, e quindi, per il teorema precedente, 
il suo spazio ambiente sara 1’S (s — 1) osculatore in un suo punto generico. 

Questo teorema, al quale siamo pervenuti applicando le direttive del 
n. I, appare interessante perché assegna una proprieta generale per tutte 
le Vz per le quali ogni E, ¢ E, di y,,., in particolare quindi per tutte le 
Vi. che posseggono una totalita di curve quasi-asintotiche y,,, tale che per 
ogni punto e tangente ne passi almeno una. 

Da tale proprieta segue subito, ad esempio, qual’é la massima dimen- 
sione dello spazio ambiente di una Vy siffatta. 

Si ha invero: 

Se ogni E, di una Vi @ E, di y,,;, Ve appartiene al pin ad un 
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(1) Fra le ys—1,s le piti semplici sono le y:,2(s = 2), ossia le asintotiche, le curve 
cioé nei punti delle quali il piano osculatore appartiene all’Sr ivi tangente a Vr. Dal 


teorema del testo segue: 
i Per una Vk (che non sia V'Sk) non pud avvenire che ogni E, sia Ey di yx,2 (Ex di 


asintotica). 


Infatti ’S (s — 1) osculatore ad una Vi ha al pit dimensione 


G40 --GtE=D: 
k | 


E conviene osservare che tale massimo puo essere effettivamente rag- . 


ene: 
giunto, qualunque sia r(r<s), com’e provato dalla V{'—”? che rappre- 


senta le forme Vi_—; di Si. ; 

Anzi, come si vedra nel n. 5, questa varield, per r<s —1, é Punica 
per cui cid avuiene. 

Osservazione. - Se ogni E, di una V; e E, di y,,;, per il teorema 
suddetto, & la stessa cosa affermare che l’S(s —1) osculatore a V;, in 
un punto generico, & regolare oppure che lo spazio ambiente di V; ha 
dimensione massima. 


5. Per il teorema del n. 2, le pit generali fra le y,,, sono, dopo le 


Be een 

La ricerca delle varieta Vz che posseggono co?!—? curve y,—2,;© 
nelVipotesi che V; non soddisfi ad equazioni d’ordine s—1 (abbia cioe 
S(s — 1) osculatore regolare), ¢ esaurita dal seguente teorema di Bompiani, 
che costituisce indubbiamente uno dei risultati pi importanti ed eleganti 
della teoria delle curve quasi—asintotiche: 


Se una Vi ha lo S(s — 1) osculatore regolare in ogni suo punto e con- 


> 


: , ! s—r : 
ene oor*— 2, 4; éssa é. la VES? di S:G41)e-0(b=1) -- Tappresentante 
a : 


le Vi—: di Sk; quelle quasi-asintotiche sono le C*—* raxionali normali di 
S,—1 immagini delle rette di S;,%). 


Orbene, dal teorema del n. 2, segue che questo teorema di Bompiani 


vale non solo per le y,_.,, ma per tutte le y,,, con r qualunque (r<¢s—1). 
Sussiste cioe il teorema: 


Se una Vi ha lo S(s— 1) osculatore regolare in ogm suo punto e 


: 5 - 3 see E 
contiene cotk—> guasi—asintotiche y,,.(r<s—t1) essa é la Vere > igi 


(1) L’S(m) osculatore generico a Vz dicesi, con Bompiani, regolare quando ha di- 


(m+ 1)--+(m-+k) 


mensione i — 1, cioé quando Vz non soddisfa ad equazioni d’ordine <m. 


(2) E questo il caso di 8 minimo, 8 = 2k—1, nel problema A perché se una Vx 
possiede co2k—1E, di ys—2,s questi sono organizzabili in co2#—2 curve ys—3,s. 

(3) Bomprant, Memoria lincea citata, p. 474. A questo teorema di Bompiani si collegano 
i miei risultati, contenuti nelle Note citate e in Note di prossima pubblicazione, sui coni 


proiettanti le varieta che rappresentano la totalita delle forme di ordine » di uno spazio 
lineare e sulle varieta situate su di essi. . 


Seen eG ren) _ rappresentante le forme Vi,—; di Sx; quelle quasi—asin- 
k} 

totiche sono le C’—* razionali normali di S,—, immagini delle retle di Sx. 

Che le C’—" immagini delle rette di S;. siano y,.,, con r qualunque, 


per la VE-™ & evidente perche esse appartengono all’S,_,. 

D’altra parte: una V;.che possiede co?#—*y,,.(r<is—a2)e che ha lo 
S(s —1) osculatore regolare in ogni suo punto — siccome per il teorema 
del n. 2 le y,,, di una Vi (<< s—2) sono pure y,_.,, — dovra trovarsi 
fra le Vi; che posseggono co?#—?y,_,,, e che hanno lo S(s—1) oscu- 
latore regolare in ogni punto e, per il teorema precedente, non potra 


. . . . — k . 
quindi differire dalla Ver" aS, (str)+-(s+8—1) _ Tappresentante le forme 


h! 


Se rd tS, 
Ma la validita del teorema di Bompiani ¢ ancora pit vasta. Vale, in 
definitiva, il teorema seguente (/eorema di Bompiani esteso): 
Se ogni E, di una Vi 6 E, di y,,,(r<Cs—1) e se lo spazio a cui 
Vi appartiene ha la massima dimensione compatibile con tale ipotesi, essa é ne- 


, yet Bhs 
cessariamente la VE? di S.4ryeeG4e—1 _ rappresentante le forme Vin} 
; Se Se ee 


x 
di Sz: le y,,; sono le C*—? raxzionali normali di S,_, immagini delle rette di S,.. 

Intanto; per il:teorema del nm. 4, siccome vooni- Ei di Vee E; diy, oo. 
V; appartiene all’S (s—r) osculatore in un suo punto generico. E poiche, 
per ipotesi, lo spazio a cui V; appartiene ha dimensione massima, I’S (s — 1) 
deve essere regolare. 

linc dl Yrorse 7 = S12, 2 sempre Ey di +; 27, (n2)5 bastera 
guindi dimostrare l’asserto per r= 5 — 2. 

Ogniche din Vi; 64rd ns 25 pet ogni, 2, di Ve existe quinds, un 
E, di y,_,,;: non ve ne possono essere infiniti perché altrimenti Vi soddi- 
sferebbe ad equazioni d’ordine =s— 1 (si vedano le condizioni del n. 6) 
e S(s—1) non sarebbe regolare. | 

Vi ha dunque S(s—1) osculatore regolare e possiede co?!—1E, di 
Vi=4,, © percid co?*—* ‘curve y,—.,,. (cfr. 0.6). Peril teorema.di Bom- 
piani essa € quindi la yea che rappresenta le forme V;,—; di Sy. 

Il problema di trovare le Vz per Je quali ogni E,; ¢ E, di y,,,, nel- 
Pipotesi che V; appartenga allo spazio di dimensione massima, ¢ dunque 
risolto. 

La pit vasta validith qui osservata per il teorema di Bompiani ha 
interesse anche per le applicazioni, come apparira altrove. 


‘ 


Matematica. — Ricerche sulle curve quasi-asinioliche. Nota IL di 
M. Vitua, presentata dal Corrisp. E. Bomprant. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Matematica. — Sulle estremanti di un integrale in forma ordinaria, 
dipendente da funxioni a derivate prime equiuniformemente lipschitxiane. Nota 
di T. Vioxa, presentata dal Corrisp. M. Picone. 


Sari pubblicata in un prossimo fascicolo. 


Meccanica. —- 4//a ricerca det fondamenti sperimentali della 
teorta dell’ equilibrio elasto plastico. Nota di G. COLONNETTI, pre- 
sentata “ dal Socio C. GurnpI. 


La teoria dell’equilibrio elasto plastico e delle sue applicazioni al calcolo 
dei sistemi iperstatici ha fatto, in questi ultimi tempi, notevoli progressi. 

Dalla fase delle enunciazioni generiche e delle trattazioni dirette di casi 
particolari, essa ¢ infatti passata alla fase delle affermazioni di principio fon- 
date su ipotesi di carattere assolutamente generale. 

Come accade sempre, in tutte le teorie, queste ipotesi (pel fatto stesso 
della loro generalith) non si prestano ad un controllo diretto ed immediato. 
Il controllo diviene possibile solo a proposito delle conseguenze che da esse 
discendono, e che si riferiscono a fatti particolari facilmente constatabili per 
via sperimentale. 

Allo stato attuale delle cose, € pertanto del maggiore interesse stabi- 
lire quali siano questi fatti che, gia accertati o accertabili sperimentalmente, 
possono offrire la necessaria conferma delle ipotesi e la conseguente giu- 
stificazione della nuova teoria. 


E noto che Vipotesi fondamentale della indipendenza del fenomeno 
elastico dal fenomeno plastico — vale a dire della loro attitudine a coesi- 
stere senza influenzarsi reciprocamente quando il limite di elasticita del mate- 
riale & stato superato — conduce, nel caso tipico delle travi inflesse, ad una 
caratteristica distribuzione di tensioni interne % che tutti gli autori che si 
occupano dell’argomento sono propensi ad accettare come rispondente con 
buona approssimazione alla realta delle cose. 

Ma, com’é stato giustamente osservato %), questa distribuzione di ten- 
sioni non € suscettibile di una verifica sperimentale diretta per il fatto che 
noi non possediamo strumenti capaci di misurare direttamente le tensioni. 


(1) Nella seduta del 5 novembre 1938. 

(2) F. Breicu, La ductilité de Pacier; son application au dimensionnement des systemes 
hyperstatiques. « L’Ossature Meétallique», 1934; G. COLONNETTI, Saggio di una teoria gene- 
rale dell’equilibrio elasto plastico. « Pontificia Academia Scientiarum», 1938. 

(3) A. S. Jouxorr, Les bases expérimentales des calculs plastiques des constructions 
hyperstatiques. « L’Qssature Métallique », 1938. 


Queste si sogliono dedurre dalle misure delle deformazioni, grazie a 
quella legge di proporzionalita (legge di Hooke) su cui notoriamente riposa 
tutta la teoria dell’elasticita. Ma il procedimento cessa evidentemente di essere 
applicabile quando, raggiunto il limite di elasticitd, le deformazioni cessano 
di essere proporzionali alle tensioni. 

Ne si puo, generalmente parlando, fare assegnamento sulla postulata 
indipendenza del fenomeno plastico dal fenomeno elastico per dedurre la 
grandezza delle tensioni da quella delle deformazioni elastiche a cui esse deb- 
bono continuare ad essere proporzionali; perché bisogna tener presente che, 
quando il sistema ¢ iperstatico - cioé ammette infinite distribuzioni di ten- 
sioni interne in equilibrio colla sollecitazione esterna — la deformazione pla- 
stica di un elemento pud determinare uno stato di deformazione elastica 
(ed un corrispondente stato di tensione) negli elementi attigui, con la con- 
seguente formazione di uno stato di coazione che si sovrappone al fenomeno 
plastico da cui ha avuto origine e che permane con esso anche quando la 
sollecitazione esterna sia venuta a cessare “), 

Ne segue che, sempre generalmente parlando, non sussiste la possibi- 
lita di distinguere spetimentalmente in una deformazione la frazione elastica 
da quella plastica assumendo come valore della prima la differenza tra la 
deformazione misurata sotto carico e quella misurata dopo la soppressione 
del carico. 

Pero alla detta distribuzione di tensioni va, nel quadro della teoria del- 
Yequilibrio elasto plastico, indissolubilmente connesso il fatto che la curva- 
tura si possa scrivere sotto la forma 


Be i. 
(1) ies Bec U. 
dove il primo termine 

DC 

EJ 


che misura la curvatura elastica, ¢ evidentemente destinato ad annullarsi 
all’annullarsi del momento flettente OI% , indipendentemente dal fatto che la 
grandezza di questo momento sia stata tale da determinare il superamento 
del limite di elasticita del materiale; mentre il secondo termine 


fe ydA 


ieee 
J 


(1) G. Cotonnett1, La statica dei corpi elasto plastici. « Pontificia Academia Scien- 


tiarum», 1938. 
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® una funzione nota delle deformazioni plastiche €,, € quindi anche del 
momento 9 che le ha determinate, alla quale funzione noi diamo il nome 
di curvatura plastica percht permane anche quando St si annulla. 

Pertanto la constatazione della coincidenza tra i valori della curvatura 
calcolati colla (1) ed i corrispondenti valori rilevati sperimentalmente, per 
differenti tipi di materiale e per differenti forme di sezione della trave, rap- 
presenta, se io non mi inganno, il primo e pil immediato campo di ricerca 
dei fondamenti sperimentali della nuova teoria. 

Ad esso appartengono i miei tentativi di interpretazione dei risultati 
delle esperienze compiute, or son molti anni, dal Bach su travi in cemento 
armato (), 

Ad esso appartengono le ricerche recentemente eseguite da ~-Levice 
Giacchero sperimentando su travi in ferro sollecitate a flessione semplice 3), 


Un altro campo, per sua natura pill ampio e ricco di possibilita nuove, 
si apre alle nostre ricerche se, pur restando nell’ambito delle travi inflesse, 
noi passiamo a considerare un ordine pil: complesso di fenomeni. 

Basta immaginare che la trave sia staticamente indeterminata per sovrab- 
bondanza di vincoli. 

Io ho gid avuto occasione di avvertire “ come, in questo caso, le detor- 
mazioni plastiche del materiale non influiscano pit soltanto sul modo con 
cui la sollecitazione relativa ad una sezione generica si ripartisce su di essa, 
ma anche sul valore, e spesso anche sulla natura, di questa sollecitazione. 

Allora é la legge di variazione delle incognite iperstatiche in funzione 
delle forze esterne applicate — quale si deduce dalla teoria dell’equilibrio 
elasto plastico — quella che pud e deve diventare oggetto di verifica spe- 
rimentale. 

Consideriamo. per fissar le idee i! caso di una trave continua, che ¢ 
stato oggetto di numerose ed accurate esperienze da parte di tanti speri- 
mentatori; pil precisamente consideriamo il caso di una trave a sezione 
costante, continua su quattro appoggi di livello, simmetrica rispetto alla sua 
mezzeria ed ivi caricata da un’unica forza concentrata P. 

Se si assume come incognita iperstatica del problema il momento M su 
oli appoggi intermedi (e si conviene di prescindere, come d’uso, dalla influenza 


(1) G. Cotonnerti, Sul calcolo delle deformazioni delle travi in cemento armato. « Il 
Cemento Armato», 1938; Ip., Saggio di una teoria generale dellequilibrio elasto plastico. 
« Pontificia Academia Scientiarum», 1938. 

(2) G. Cotonnettt, Sul calcolo delle deformazioni delle travi in cemento armato. «Il 
Cemento Armato», 1938; Ip., La statica dei corpi elasto plastici. « Pontificia Academia 
Scientiarum », 1938. 

(3) F. Levi e E. Graccusro, « Pontificia Academia Scientiarum», 1938. 

(4) G. Cotonnetti, Les déformations plastiques et le dimensionnement des systémes 
hyperstatiques. « L’Ossature Métallique», 1938. 
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dello sforzo di taglio) ’equazione generale dell’equilibrio elasto plastico si 
puo scrivere sotto la forma “) 


{NT _\ oSIe 
(2) I EJ fF i) OM ds =O 


Vintegrale essendo esteso a tutta la lunghezza della trave. 
Nel caso concreto, se si indicano con J, ]a lunghezza della campata late- 


rale, e con |, quella della campata centrale, e si eseguiscono le operazioni 
indicate, si ha 


| 


(3) sy (e! +h) + gy + | ad =o 


dove Vintegrale si estenderd a quella sola porzione della campata centrale 
(attigua alla mezzeria) in cui pud verificarsi il superamento del limite di 
elasticita del materiale con la conseguente comparsa delle deformazioni 
plastiche. 


S76 


Ma Ja curvatura plastica @ é, come si € gia detto, una funzione per- 
fettamente definita del momento flettente SI e quindi anche dell’incognita 
iperstatica M da cui quel momento linearmente dipende. Dalla (3) si puo 
dunque in ogni caso ricavare la legge secondo cui M dipende da P. 

Questa legge ha l’andamento indicato con linea a tratto pieno nella 
figura 


Ae 
nate) 


la linea a tratto sottile rappresenta invece la legge di variazione del 


(1) -G. eee Nuovi punti. di vista sulla statica degli archi molto ribassatt. 
« L’Ingegnere », 1937; Ip., La statica dei corpt elasto plastici. « Pontificia Academia Scien- 
tiarum », 1938. 
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momento massimo (in mezzeria) quale si deduce dalla prima con semplici 
considerazioni statiche. Le due linee accusano nel modo pil espressivo il 
fenomeno del trasferimento dei momenti dalle sezioni pit sollecitate (in cui 
si verificano le deformazioni plastiche) alle sezioni meno sollecitate (in cui 1 
limiti di elasticith non sono ancor stati raggiuntt). 

Ora delle linee perfettamente simili a queste erano state gia ottenute 
dal Prof. Maier—Leibnitz “ servendosi della medesima equazione (che, nel 
caso particolare di cui si trata, si pud con tutta facilita stabilire direttamente), 
ma prendendo le mosse da un diagramma delle curvature in funzione dei 
momenti flettenti da lui ottenuto sperimentalmente in base a misure eseguite 
su travi semplicemente appoggiate. 

Il Maier—Leibnitz ha potuto cosi mettere in evidenza una bella con- 
cordanza tra le linee dei momenti dedotte nel modo anzidetto e quelle rile- 
vate sperimentando direttamente su travi continue. 

Ma la concordanza permane — generalmente parlando, e in quanto l’an- 
damento delle cose non sia alterato dall’intervento di fenomeni di incrudi- 
mento @) — se la deduzione delle linee dei momenti viene fatta per la via 
esclusivamente teorica che io ho indicata. Tale concordanza ¢ pertanto da 
annoverarsi senz’altro tra le conferme sperimentali della nuova teoria. 

La quale, per la possibiliti che offre di affrontare e di risolvere pro- 
blemi iperstatici ben pit’ complessi di quello qui accennato %), potra ormai 
venire sottoposta a verifiche sperimentali consimili, su di una gamma di 
casi tanto vasta e varia quanto occorre perché se ne possano finalmente 
e con tutta sicurezza dedurre i limiti di applicabilita. 


(1) Mater-Lerpnitz, Versuche zur weiteren Kldrung der Frage der tatsdchlichen Trag- 
fahighkeit durchlaufender Triger aus Baustabl. « Der Stahlbau», 1936; Cfr. anche: F. Srtsst 
e C. F. Kor~prunner, Beitrag zum Traglastverfabren. «Die Bautechnik », 1935. 

(2) G. Cotonnetri, Incrudimento ed isteresi elastica nel quadro della nuova teoria del- 
Vequilibrio elasto plastico. « Pontificia Academia Scientiarum », 1938; Ip., Su la resistenza 
alla flessione in regime elasto plastico. « Pontificia Accademia Scientiarum», 1938. 

(3) F. Levi, Les déformations plastiques et le dimenstonnement des systémes hyperstatiques. 
«L’Ossature Métallique », 1938. 


Chimica (Chimica organica), — Spettro Raman dell’ alderde 
orto—deuterossi—benzoiwca. Nota“ diG. B. Bonrno e R. Manzoni 
ANSIDEI, presentata dal Socio M. Berti. 


La spiegazione comunemente data per chiarire alcune singolari caratte- 
ristiche chimico-fisiche dell’aldeide salicilica e specialmente le « anomalie » 
presentate nello spettro ultrarosso e Raman) si riassume nell’ ipotesi del 
cost detto « legame idrogenico ». Si ammette cioé che l idrogeno ossidri- 
lico interagisca simmetricamente con l’ossigeno ossidrilico e con l’ossigeno 
carbonilico dell’aldeide salicilica « chiudendo » un secondo anello esatomico 
nel senso schematizzato dalla formula seguente. 


I 


| 
Se 
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Recentemente G) Bauer e Magat hanno sostenuto in un_ interessante 
lavoro che questi fenomeni sono da riportarsi ad una interazione puramente 
elettropolare fra molecole diverse ovvero fra gruppi funzionali della stessa 
molecola escludendo qualsiasi « legame idrogenico » di tipo omopolare. 

Noi non vorremmo essere di un’opinione cosi estremista dato che ci 
sembra difficile di poter escludere a priori o anche in base alla approssimata 
sufficienza di un calcolo necessariamente approssimativo e impostato su basi 
classiche, la presenza di azioni quantiche di natura omopolare. Questo punto 
di vista sara chiarito pil’ particolarmente in un prossimo lavoro. Frattanto 
resta pero stabilito che nei casi di chelazione si é di fronte ad una speciale 
perturbazione sia intra che intermolecolare (a seconda dei casi), se pure 
anche si lascia per ora in sospeso la descrizione fisica di tale perturbazione. 

Possiamo pero gid fin d’ora affermare che i risultati delle esperienze 
pubblicati in una serie di nostri precedenti lavori“ non sono favorevoli 


(1) Pervenuta all’Accademia il 19 ottobre 1935. 

(2) Bontno, Manzont ANSIDEI, RoLia, « Ric. Scient. », MS Sky Pe, ORG 

(3) E. Bauer, Macar, «J. Phys. Rad.», [7], 8, 1938, p. 319. 

(4) Ved. Bontno, Manzoni ANSIDEI, ROLLA, « Roles Sierra: WE, By tei 
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per una spiegazione semplicista del fenomeno di chelazione delle aldeidi 
aromatiche e mostrano la necessiti di approfondire per varie vie lo studio 
chimico fisico di questi composti. 

Era interessante sotto questo punto di vista Jo studio dei composti nei 
quali ’'idrogeno dell’eventuale ed ipotetico « legame idrogenico » fosse sosti- 
tuito con un atomo di deuterio (ved. fig. 2) onde osservare quali variazioni 
potessero intervenire alterando cosi profondamente il valore della massa 
del detto idrogeno senza per altro portare sensibili variazioni nella riparti- 
zione della densiti della nuvola di carica dei vari legami. 

Abbiamo percid in corso di studio tutta una serie di ossialdeidi ed 
ossichetoni aromatici nei quali |’ idrogeno ossidrilico viene sostituito con un 
atomo di deuterio. Riferiamo qui brevemente sulla preparazione e sullo 
spettro Raman dell’ aldeide salicilica deuterata all’ ossidrile. Si sa che (x) 


ae 
| 


Piss: 


Valdeide salicilica sostituisce facilmente in presenza di acqua pesante l’idro- 
geno ossidrilico con il deuterio. Perd tentativi di sostituzione diretta dith- 
cilmente ci avrebbero potuti portare ad un composto puro ma piuttosto ad 
una miscela di aldeide salicilica ordinaria con proporzioni diverse di aldeide 
deuteroossisalicilica come pure con aldeidi saliciliche nella cui molecola 
idrogeni nucleari fossero sostituiti da deuterio. 

Abbiamo percid ripreso lo studio di una reazione descritta molti anni 
fa da Perrier @ e che si pud prestare ad un tentativo di deuterazione all’ossi- 
drile nell’aldeide salicilica. Perrier aveva osservato che nella reazione tra 
sostanze fenoliche e tricloruro di alluminio veniva eliminata una quantita 
di acido cloridrico corrispondente stechiometricamente agli ossidrili fenolici 
della sostanza in reazione. 

Il Perrier interpretava fra l’altro la reazione tra tricloruro di alluminio 
e aldeide salicilica nel modo seguente: 


AO TIES } yo 
2 CHK TAL Cle) Al,Cl,+ 2HCI. 
we SCHO \CHO], 
(t) Masao Koizumi e T. Trrant, « Bull. Chem. Soc. Jap.», 13, 1938, p. 318. 
(2) Perrter, « Bull. Soc. Chim. France», rs, 1896, p. 1181; «C. R.», 122, 1896, 
ba uO bx 


sabe yeh 


IL composto sovradetto rigenera per azione dell’acqua aldeide salicilica. 

Noi abbiamo preso 5 gr. della polvere giallastra costituita dal com- 
posto ottenuto trattando secondo Perrier l’aldeide salicilica con tricloruro 
di alluminio. Abbiamo sospeso tale polvere secchissima in etere anidro 
decomponendola poi con 7-8 cc. di D,O al 99°/, versando questi cc. di 
acqua pesante goccia a goccia nella sospensione eterea. L’aldeide rigenerata 
in tal modo venne purificata per distillazione a pressione ridotta. Le misure 


TEMPERATURA 1 E* 


Bion 32 


di densita su questa aldeide hanno subito mostrato un aumento imputabile 
all’entrata del deuterio in molecola. 
Ecco i valori delle densita : 


Oy TAD GE 


Ricordiamo che le misure di Jaeger e Walden“ danno per I’aldeide 
salicilica ordinaria: D? = 1.1525. 

Nella figura 3 é riportato |’andamento delle densita dell’aldeide salici- 
lica ordinaria e di quella deuterata in funzione con Ja temperatura ©). 


(1) JAEGER, «Z, Anor. Chem.», ror, 1917, p..142; WALDEN, «Z. Phys. Chem. », 
G53, WOR, jus QA 

(2) La curva relativa all’aldeide’ salicilica ordinaria si.¢ ricavata interpolando le mi- 
sure di Jaeger e Walden (ved. nota precedente). 
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Nella tabella seguente riportiamo gli spettri Raman delle due aldeidi: 


Aldeide Aldeide 
o-ossibenzoica o-deuteroossibenzoica 
3068 (3 dif.) 3068 (3 dif.) 
1661 (6 dif.) 1658 (6 dif.) 
1642 (4) 1632 (1) 
1616 G) 1611 (3) 
1575 (4) 1579 (0) 

ae 1567 (6) 
= 1473 (4) 
1456 (7) 1456 (6) 
1386 (1) ery Ae®) 
(1359 (1/2) ) (1357 (/2)) 
1320 (5) 1322 (4) 
ee } 1286 (1 1/2) 
1260 (1 #/2) 
Ce 
1215 (5) 
1147 (4) 1149 (5) 
1412 (1) 1114 (7/2) 
1024 (5) 1030 (6) 
ean 872 @) 
867 (0) \ 
767 (8) 768 (8) 
731 (/2) 731 (/2) 
663 (1) 666 (1) 
561 (4) 562 (5) 
es 455 @ */2) 
439 (5). 
409 (2) 412 (1) 
298 (1) 297 (1) 
265 (3) 266 (2) 
213 (2/2) 20OUT). 0k 


149 (5) 55.1) 
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Discussione dei risultati. 


a) Innanzitutto osserviamo che io spettro della deuteroossibenzaldeide 
da noi preparata non mostra nel modo piu. assoluto righe caratteristiche 
del gruppo C-D sia «aromatico» che «alifatico ». Queste righe cadono 
verso 1 2000-2600 cm—! ©), Tale risultato ci conferma che la maggiore 
densita dell’aldeide da noi preparata non é dovuta a deuterio legato al car- 
bonio e ci assicura che la sostituzione del deuterio é avvenuta esclusiva- 
mente all’ossidrile fenico. 

b) Come nell’aldeide salicilica ordinaria osserviamo nello spettro 
dell’aldeide deuterata due righe riferibili al gtnppo C=O (1661, 1642 cm! 
per laldeide salicilica ordinaria; 1658, 1632 cm—: per quella deuterata). 
La prima di queste due righe & praticamente coincidente nelle due aldeidi, 
la seconda (e cioé la pit bassa) mostra nella deutero aldeide una posizione 
leggermente spostata verso le minori frequenze. Lo spostamento osservato 
€ di dieci numeri d’onda. Dobbiamo d’altra parte osservare che mentre la 
riga a frequenza pit alta si presenta con pari intensitd nello spettro delle 
due aldeidi quella a frequenza pit bassa si mostra assai meno intensa nello 
spettro dell’aldeide deuterata che non in quello dell’aldeide salicica ordinaria. 
Del resto anche nello studio del deuteropirrolo ©) abbiamo osservato delle 
notevoli variazioni di intensita per righe che pressapoco non mostrano alte- 
razioni della frequenza passando dal derivato ordinario a quello deuterato. 

c) La riga a 1320 cm— dell’aldeide salicilica la quale, come abbiamo 
osservato in un precedente lavoro), & caratteristica per le aldeidi e per i 
chetoni chelati intramolecolarmente, si presenta invariata come posizione e 
come intensita nelle due orto ossibenzaldeidi studiate. 

d) Una caratteristica distintiva tra gli spettri delle due aldeidi sovra- 
citate sta nel raddoppio che subiscono nello spettro dell’aldeide deuterata 
la righe 1275, 1223, 449 cm—* dell’aldeide salicilica. 

In una recente comunicazione “) Bartholomé ha prevista la possibilita 
di scissione di righe Raman quando in una molecola vengono sostituiti uno 
o pil atomi di idrogeno con atomi di deuterio e cid in relazione alla dimi- 
nuzione di simmetria che ne consegue, diminuzione che pud portare alla 
scomparsa del carattere di degenerescenza di alcune oscillazioni fondamen- 
tali della molecola non deuterata. Perd come si sa, la presenza di oscilla- 


(1) Ved., p. es., ENGLER, « Z. Phys. Chem.», B. 35, 1937, p. 434; INGoLD e collab., 
« Nature», 135, 1935, p. 1033, ecc. 

(2) Bonino, Manzoni Ansipel, «R. Acc. Lincei», vol. XXV, 1937, p. 494. 

(3) Ved. note (2) e (4) a p. 259. 

(4) BarTHOLoME, «Z. f. Elektr.», 44, 1938, p. 15. 
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zioni degeneri & legata al fatto che la molecola possegga un asse di simmetria 
di grado superiore al secondo. La complessita della molecola dell’aldeide 
salicilica. non pud permettere immediatamente una tale spiegazione dei 
raddoppi da noi osservati. 

e) La riga « benzenica » a 1575 cm’ dell’aldeide salicilica si trova 
nell’aldeide deuterata-a 1567 cm—' e cioe leggermente spostata verso le 
minori frequenze. 

Concludendo possiamo dire che lo spettro Raman dell’aldeide deutero- 
ossibenzoica a confronto con quello dell’aldeide salicilica ordinaria non ¢ 
;mmediatamente favorevole ad una unica ipotesi di un semplice legame omo- 
polare a ponte tra |’ idrogeno carbonilico ¢ quello ossidrilico nel senso della 
formula gid prospettata. D’altra parte leffetto Raman mostra che il grado 
di complicazione che si osserva nei riguardi dello stato del gruppo C=O 
dell’aldeide salicilica ¢ riprodotto parallelamente in quello della aldeide deute- 
rata. Ma mentre per una parte (rilevata dalla riga a 1660 cm? circa) vi 
& perfetta coincidenza tra le due aldeidi per quello che riguarda V’altra riga 
a pit bassa frequenza (1630-1645 cm—?) si osservano nell’aldeide deuterata 
delle differenze non trascurabili. Le ricerche proseguono anche su altre 
aldeidi e chetoni deuterati sia nel campo dello spettro Raman come in quello 
dello spettro ultrarosso. 

Per ora dobbiamo. sottolineare sopratutto il fatto che lo spettro Raman 
‘nsieme con le misure di densit’ ci confermano che la reazione da noi impie- 
gata porta con successo ad aldeide salicilica deuterata esclusivamente all’ossi- 
drile. Questo risultato ci permette di tentare la preparazione in modo ana- 
logo di altre ossialdeidi e ossichetoni deuterati che ci permetteranno di 
portare qualche nuovo contributo allo studio sperimentale della chelazione. 
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Botanica. — /nfluenza del portainnesto sulla recettivite della 
marza alle infeziont parassitarte™. Nota preventiva di G. Gor- 
DANICH, presentata® dal Corrisp. L. Perri. 


La comparsa di alcuni casi di grafiosi naturale in Ulmus pumila - 
specie di olmo che & notoriamente molto resistente alla malattia — quando 
questo fosse innestato su Ulmus campestris) od U. hollandica® — specie 
che sono invece suscettibili alla infezione del Graphinm - aveva fatto sor- 
gere il sospetto G) che il fenomeno dovesse attribuirsi ad una modificazione 
indotta, direttamente od indirettamente, dal portainnesto sulle qualita di 
resistenza della marza. 

Nuove osservazioni eseguite in campagna su grafiosi spontanee dell’olmo 
siberiano e specialmente alcune esperienze preliminari condotte nell’anno 
1937, mediante inoculazioni artificiali), hanno permesso di stabilire con 
certezza che la perdita della resistenza dell’U. pumila in seguito all’ innesto 
sul campestre é un fatto normale. Dalle ricerche recentissime di Wollenweber 
e Réder © risulta poi che la medesima cosa avviene ‘quando U. pumila 
cresca su piede di U. montana, olmo che del pari é recettivo per la malattia. 

Dopo queste numerose constatazioni era logico domandarsi: la perdita 
della resistenza in conseguenza dell’innesto su un soggetto recettivo é limi- 
tata all’U. pumila od interessa altre specie od altri tipi di olmo? Il feno- 
meno cioe ha un carattere di eccezionalita dipendente, ad esempio, da una 
struttura particolare della prima specie oppure possiede, sempre s’ intende 
nell’ambito del genere Ulmus, una portata generale? Per rispondere a 
questi interrogativi predisposi nel decorso anno una serie di esperienze: su 
piante di tre anni di U. campestris ed U. pumila vennero innestate marze 
dell’« olmo Cr. Buisman » e di due ceppi di olmo campestre (« Villagrappa 


(1) Ricerche eseguite nella R. Stazione di Patologia vegetale di Roma. 

(2) Nella seduta del 5 novembre 1938. 

(3) G. Gomanicu, Comportamento dell’ « Ulmus pumila» nella pratica agricola e la 
sua resistenza alla grafiosi. «Boll. R. Staz. Pat. Veg.», XV, n. s., 1936, pp. 199-207. 

(4) C. Buisman, Verslag van de onderzoekingen over de iepenziekte, verricht in het 
Phytopathologisch Laboratorium Willie Commelin Scholten te Baarn, gedurende 1934. « Tijdschr. 
over Plantenz.», 40, 1934, pp. 65-87. : 

(5) G. GorpAnica e F. Azzaroii, Relazione sulle esperienze di selezione di oli resistenti 
alla grafiosi e di inoculaziont artificiali di « Graphium ulmi», eseguite nel 1937. « Boll. R. Staz. 
Pat. Veg», XVII, nh. s., 1938, pp. 149-178. 

(6) H. W. Wo trenweper und K. Roper, Das Verhalten einer Propfulme (« Ulmus 
pumila») gegen « Graphium ulmi». «Nachrichtenbl. f. d. deutsch. Pflanzenschutzd.», 16, 


1938, pp. 31-32. 
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n. 1» e « Formosa») che hanno dimostrato nel corso delle ricerche con- 
dotte da me e dal collega dott. F. Azzaroli (loc. cit., p. 162), un elevato 
grado di resistenza alla grafiosi. Su tutte le piante fu eseguito in seguito 
V inoculazione, mediante siringa, del Graphium e si ottennero i risultati che 
riporto nella seguente tabella “). 


Numero Data Numero degli esemplari ammalati 
Porta innesto Marza piante ; e data della prima manifestazione 
inoculate | ioculazione della malattia 
U. CAMPESTRIS | Villagrappa N. 1 12 24-6-1938 In 6 esemplari il 2 luglio 
U. PUMILA. . » » 9 24-6-1938 In 2 esemplari il 7 luglio 
U. CAMPESTRIS Formosa 25 28-6-1938 In 7 esemplari il 4 luglio 
U.-PUMILA. . » 15 12-7-1938 In 1 esemplare i] 22 luglio 
24-6-1938 In 2 esemplari il 4 luglio 
U. CAMPESTRIS Buisman 92 ; : 
2-7-1938 In 1 esemplare il 14 luglio 
\ 24-6-1938 
U. PUMILA. .. » Be ‘ f In nessun esemplare () 
| 12-7-1938 } 


(2) Il minor numero di eSemplari su piede di olmo siberiano utilizzati in questa esperienza é largamente compensato 
dal gran numero di esemplari di eguali caratteristiche inoculati, sempre con esito negativo, il decorso anno nella medesima 
epo¢a e col medesimo metodo. 


Oltre a cid furono allestiti, sempre su U. campestris, in parallelo o no 

con U. pumila, numerosi innesti di altri tipi di olmo, quali, ad esempio, 

ceppi di U. laevis e ceppi di U. campestris in selezione, constatando nor- 

malmente dopo I’ inoculazione, nei soggetti col piede di campestre, non 

solo una pil alta percentuale di attecchimento dell’ infezione, ma anche 

una maggiore rapidita nella comparsa delle manifestazioni esterne ed interne 
della malattia. 

I fatti osservati hanno un grande interesse pratico e forniranno utili 
elementi per stabilire le norme secondo Je quali andra fatta la ricostituzione 
delle alberate di olmo distrutte dalla grafiosi; & chiaro che non sara con- 
sigliabile uso dell’U. campestris quale portainnesto delle specie o dei ceppi 
selezionati resistenti, che tuttavia é necessario moltiplicare per via vegeta- 
tiva; e inoltre dovra sconsigliarsi la pratica del sovrainnesto, con marze 
di soggetti resistenti, degli olmi campestri non ancora uccisi o non ancora 
colpiti dalla grafiosi. ; 


(1) I pochissimi dati di questa tabella indicano chiaramente che il comportamento 
rispetto all’infezione dei singoli. tipi di olmo - anche quando crescano sul medesimo sog- 
getto - ¢ assai diverso, e che percio il grado di resistenza e di refrattarieta va stabilito 
ed inteso in senso relativo. 
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Ma il significato dei fatti osservati esula dal semplice campo tecnico 
per riflettersi in quello scientifico, poiche essi servono a portare un contri- 
buto alle nostre conoscenze sulla tanto dibattuta questione del modo e del 
grado con cui il portainnesto pud influire sulle qualita della marza e della 
pianta bimembre che risulta dopo la saldatura dei due elementi ve- 
getativi. 

Per le piante da frutto in modo particolare, ma anche per le piante 
ortive ‘) & da tempo dimostrato che si manifestano notevoli e ben apprezza- 
bili diversita nelle dimensioni, nel colore, nel sapore, nella composizione 
dei frutti, nell’epoca di fioritura, di maturazione, nella conformazione e nella 
vitalita dell’albero innestato, a seconda del soggetto che si impiega. Non 
solo: in diversi casi si é potuto stabilire che, reciprocamente, anche la 
marza ha la capacita di agire, modificandone le caratteristiche, sul porta- 
innesto (), 

Assai incerta & invece la nozione se con |’innesto si puo avere una 
modificazione della naturale resistenza, o recettivita, dei due elementi della 
pianta bimembre, all’attacco di microrganismi parassiti o no. Su questo argo- 
mento sono state eseguite apposite ed abbastanza numerose ricerche con 
risultati spesso contrastanti. Fra i Javori che concludono per la fissita dei 
caratteri originari di resistenza e recettiviti della marza e del soggetto si 
devono ricordare quelli di: Leach %) che ha studiato il comportamento di 
due varieta di fagiolo, una molto resistente, l’altra recettiva, rispetto alla 
infezione di Colletotrichum lindemuthianum; di May“ riferentesi alle infe- 
zioni di Fusarium lycopersici sul pomodoro; di Roach) relativo al Syuchy- 
trium endobioticum della patata; di Salmon e Ware © sul mal bianco del 
luppolo; di Bond® sulla infezione del pomodoro e della patata da Phyto- 
phthora infestans e Cladosporium fulvuum. Anche Giuman e Fischer, Roemer, 


(1) Cfr., ad es.: V. R. Garpner, F. C. Braprorp and H. D. Hooker, The funda- 
mentals of fruit production. Mc. Graw. Hill., N. Y. and London, 1922, 686 pp.; P. Soraver, 
Handbuch der Pflanzenkrankheiten, vol. 1, 5° ediz., 1924, p. 814; L. DanieL, La question 
phylloxérique. La greffage et la crise viticole, fasc. 1, 1908, 184 pp. 

(2) V. R. Garpner, F. C. Braprorp and H. D. Hooker, loc. cit. 

(3) J. G. Leacu, The effect of grafting on resistence and susceptibility of beans to 
« Colletotrichum lindemuthianum ». «Phytopath.», 19, 1929, pp. 875-877. 

(4) C. May, The effect of grafting on resistence and susceptibility of tomatoes to « Fu- 
sarium» wilt. « Phytopath. », 20, 1930, pp. 519-521. 

(5) W. A. Roacu, Studies in the varielal immunity of potatoes to wart disease [« Syn- 
chytrium endobioticum» (Schilb.) Perc.]. Part I. The influence of the foliage on the tuber as 
shown by grafting. « Ann. appl. biol. », 10, 1923, pp. 142-146. 

(6) E. S. SatmMon and W.-M. Ware, Grafting experiments with varieties of hops 
resistant to hop mildew, « Sphaerotheca humuli» (D. C.) Burr. « Ann. appl. biol. », 14, 1927, 
pp. 276-289. : 

(7) T. E. T. Bonn, « Phytophthora infestans » and « Cladosporium fulvum » on varieltes 
of Tomato and Potato and on graftet solanaceous plants, « Ann. appl. biol. », 23, 1936, 


PP-' 293-3035 


“9 
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Fuchs e Isenbeck, discutendo questo argomento nei loro trattati “), sono 
piuttosto propensi a ritenere che l’azione dell’ innesto, nei, riguardi della 
resistenza e recettivita, si esplichi indirettamente. 

Il fatto contrario é dimostrato (2) dalle ricerche di Wormald e Grubb, 
Rawlins e Parker, Fikry. I primi) hanno riscontrato che diverse varieta 
di melo rendono meno resistente all’attacco del Bacterium twmefaciens il porta- 
innesto, mentre altre lo rendono pit resistente. Rawlins e Parker hanno 
segnalato recentemente “) che i ciliegi innestati sul Mahaleb sfuggono o resi- 
stono alla infezione naturale della malattia denominata « buckskin » e Fikry 
ha constatatoG) l influenza del soggetto sulla suscettibilita dei susini ad una 
malattia fisiologica comparsa in Egitto. 

Questi risultati contrastanti non devono stupire perché la resistenza e la 
refrattarieta dei vegetali & con ogni verosimiglianza legata a fattori diversi da 
tipo a tipo di pianta, fattori che non vengono necessariamente messi in gioco 0 
per lo meno non vengono mobilitati in eguale misura col processo dell’ innesto. 

Nel caso specifico dell’olmo varie sono le ipotesi che si possono fare 
per spiegare i fenomeni sopra descritti: E ammissibile che l’olmo siberiano 
e gli altri olmi resistenti contengano una qualche sostanza nociva o dotata 
di una proprieta chemotatticamente negativa per il Graphium ulmi, la quale 
viene distrutta o modificata a contatto della linfa dell’olmo campestre; od 
altrimenti pud essere che Ja linfa di quest’ultimo sia dotata di una sostanza 
favorevole o chemotatticamente positiva “) per il Graphium la quale viene 


(1) E. Fiscuer und E. Gduman, Biologie der Pflanzebewohnenden parasitischen Pilzen. 
Jena, 1929, 428 pp.; T. Roemer, W.H. Fucus und K. Isenpeck, Die Ziichtung resistenter 
Rassen der Kulturpflanzen. Berlin, 1938, 427 pp. 

(2) Quantunque non strettamente attinenti all’argomento che si sta trattando merita 
che siano ricordate le ricerche di HormMan e RicHMonD (F. W. Horman, Reciprocal effects 
from grafting. «Journ. Agric. Res.», 34, 1927, pp. 673-676; T. E. Ricamonp, Legume 
inoculation as influenced by stock and scion. « Bot. Gaz. », $2, £926, pp. 438-442). Questi AA. 
hanno descritto un caso particolarmente interessante: le inoculazioni dei ceppi di Bacte- 
rium radicicola isolati dalle radici di Phaseolus lunatus riescono negative sulle radici di 
Phaseolus communis, come quelle con ceppi del batterio di Phaseolus communis sono nega- 
tive sulle radici del Ph. Junatus. Mediante Vinnesto reciproco delle due specie di fagiolo 
gli AA. sono riusciti ad ottenere la perdita della specificita nelle radici emesse dal seme 
prodotto dalle piante bimembri; cioé i semi prodotti dalla marza di Ph. communis, inne- 
stata su Ph. lunatus, furono attaccati dal batterio di Ph. lunatus e viceversa. 

(3) H. Wormatp and N. H. Gruss, The crown-gall disease of nursery, stocks. 1. Field 
observations on apple stocks. « Ann. appl. biol.», 11, 1924, pp. 278-291. 

(4) T. E. Rawuins and K. G. Parker, Influence of rootstocks on the susceptibility of 
sweet cherry to the buckskin disease. « Phytopath.», 24, 1934, pp. 1029-1031. 

(5) A. Fixry, Water-table effects. 1. The gumming and death of plum trees. « Min. of. 
Agric. Egypt., Techn. and sc. Service (Myc. sect.), Bull. 141», 1934, 35 pp. 

(6) Sul’ importanza del chemotropismo per le capacita parassitarie dei funghi si veda 
Pacuto lavoro di Perri, Una esperienza sopra il valore del chemotropismo sullazione parassi- 
taria dei funghi. «Rend. R. Acc. Naz. dei Lincei », Cl. Sc. fis. mat. nat., vol. XVIII, ser. 52, 


1909, PP» 545-553- 
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immessa nella linfa del siberiano o degli altri olmi resistenti . A tale con- 
cezione abbastanza semplicistica di una sostanza preesistente nelle due linfe 
puo sostitursi laltra, basata su analogo principio, che cioé determinate so- 
stanze favorevoli all’ infezione si originino soltanto nella linfa della pianta 
bimembre. 

Al fatto che linnesto modifica profondamente i processi vitali origi- 
nari delle piante messe in combinazione,. si puo riconnettere l’ipotesi di 
una trasformazione nei caratteri morfologici-anatomici e chimico-fisiologici, 
quali ad esempio spessore delle pareti, dimensioni degli elementi cellulari, 
pressione, reazione e composizione dei succhi circolanti e del contenuto 
cellulare, a cui notoriamente ¢ affidata la resistenza e la recettivitd attiva 
€ passiva dei vegetali. 

Su quale delle ipotesi formulate e di quelle che ancora si potrebbero 
formulare per spiegare lintima natura dei fenomeni osservati, ¢ difficile ed 
avventato pronunciarsi in base agli elementi finora a disposizione. Altre ri- 
cerche verranno fatte sull’accrescimento delle colonie di Graphium sul legno 
morto e sul succo emesso spontaneamente od estratto con la pressatura dei 
tessuti legnosi dei vari tipi di olmo che si sono considerati; verranno inoltre 
eseguite esperienze su piante con radici di Ulmus pumila per vedere se vi 
€ costanza nella trasmissione dei caratteri di resistenza e recettivitd dall’ele- 
mento funzionante come portainnesto, o se tale fenomeno é legato alla com- 
binazione portainneslo recettivo—marza resistente. 

Il valore pratico e specialmente I’ interesse scientifico che hanno, e che 
potrebbero suscitare negli ulteriori sviluppi sperimentali, i fatti descritti giusti- 
ficano la enunciazione e il commento provvisorio di essi nella presente Nota 
preventiva. 


(1) La mescolanza della linfa nelle piante innestate, anche se non completa per 
tutti i suoi componenti, ¢ un fatto ben dimostrato: cfr. ad es.: L. Danzer, La question 
phylloxérique. La greffage et la crise viticole, fasc..1, 1908, p. 128 e sgg.; A. MEYER und 
E. Scumipt, Ueber die gegenseitige Beeinflussung der Symbionten heteroplastischer Transplan- 
tationen, mit besonderer Beritcksichtigung der Wanderung der Alkaloide durch die Propfstellen. 


«Flora», 100, 1910, pp. 377-397. 


Fisiologia (Chimica biologica). — Recerche sperimentalt sul 
liguido seminale. — VII. Sul valore del pH del higuido semi- 
nale di coniglio™. Nota di V. Zacami, presentata® dal 
Corrisp. S. BaGLIont, 


Dalle ricerche finora da noi) eseguite, sperimentando sempre con 
tecnica adeguata ed uniforme, é risultato, che la concentrazione in ioni H* 
del liquido seminale ¢ pressoché identica, quando si considera, comparati- 
vamente, il liquido di animali della stessa specie, ma assai diversa, quando si 
considera, comparativamente, il liquido di animali di specie differenti (uomo, 
cane, gallo). 

Mentre, infatti, il liquido seminale umano normale, a pressione parziale 
di CO, corrispondente a quella fisiologica e alla temperatura di 18-20° C., 
presenta un pH di 7.50-7.74, quello di cane, in pari condizioni sperimen- 
tali, presenta un pH di 6.65-6.79, e quello di gallo, sempre nelle stesse 
condizioni, presenta un pH di 7.02-7.18. 

A complemento di questi risultati, per varie considerazioni di ordine 
scientifico e pratico, ci ¢ sembrato interessante estendere le nostre osser- 
vazioni al liquido seminale anche di altre specie di animali, e stabilire i 
limiti entro cui normalmente si presenta, nelle varie specie, la concentra- 
zione idrogenionica. 

Per intanto le nostre indagini sono state estese al liquido seminale di 
coniglio. 

Ricordiamo, per quanto riguarda la letteratura in merito, che Milo- 
vanov “), in base ai lavori degli Autori russi, riferisce, che il liquido semi- 
nale di coniglio presenta un pH di 6.8-7.0; ma, mancandoci al solito ogni 
notizia relativa alla tecnica adottata da tali autori, non siamo affatto in grado 
di valutare tali valori, e tanto meno di poterli confrontare coi nostri pre- 
cedentemente assunti, sperimentando sul liquido seminale di uomo, di cane 
e di gallo. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto di Chimica biologica della R. Universita di Roma. 

(2) Nella seduta del 5 novembre 1938. 

(3) V. Zacami, Ricerche sperimentali sul liquido seminale. — I. Sul valore del pH del 
liquido seminale umano normale. « Rendic. R. Accad. Naz. Lincei», vol. XXV, 1937, p. 268; 
II. Sul valore del pH del liquido seminale di gallo. «Ibidem», vol. XXVI, 1937, p. 1233 
IV. Sul valore del pH del liquido seminale di cane. «Ibidem», vol. XXVII, 1938, p. 597. 

(4) V. K. Mirovanoy, trad. di T. Bonaponna, Le basi scientifiche e le possibilita 
applicative della fecondazione artificiale negli animali domestici. G. Vannini, Edit., Brescia, 1927+ 
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Le ricerche le abbiamo eseguite su tre conigli in ottime condizioni gene- 
rali e di nutrizione, e in piena maturita ed efficienza sessuale, i 

Per la raccolta del liquido seminale ci siamo serviti della vagina arti- 
ficiale, in cui, come per il cane, veniva messo inizialmente un po’ di olio 
di vasellina, in maniera che il liquido ejaculato dall’animale rimanesse subito 
coperto e al riparo dal contatto con laria. 

Le raccolte venivano eseguite intercalando fra una raccolta e l’altra un 
congruo periodo di riposo sessuale. 

Le determinazioni del pH sono state eseguite col solito metodo elet- 
trometrico, adoperando la siringa—elettrodo di Mislowitzer; e adottando la 
tecnica precedentemente descritta per evitare ogni eventuale perdita di CO, . 

Nella annessa tabella sono riportati i valori del pH del liquido semi- 
male a 20° C. di temperatura. 


Valori del pH (a 20° C) del liquido seminale del coniglio. 


Soggetto n. I Soggetto n. 2 Soggetto n. 3 
Numero Riposo Numero Riposo Numero Riposo 
progressivo ] progressivo | sessyale progressivo | sessyale 

diet See delle Seg delle we 

esperienze OSE esperienze OLE esperienze one 

I 48 6.48 I 48 6.98 I 48 6.74 

2 0.30’ 6.65 2 72 6.84 2 96 6.84 

3 48 6.44 3 24 6.74 3 48 6.57 

4 0.30’ 6.70 4 48 6.90 4 48 6.70 

5 48 6.59 5 120 6.84 5 24 6.75 

6 48 6.68 6 48 6.84 6 48 6.73 

VEE DTD Se oa. oe 6.59 — —- 6.86 — —— 6.72 


Dall’esame di essa si nota, che il valore medio del pH del liquido 
seminale e stato di 6.59 nel coniglio n. 1, di 6.86 nel coniglio n. 2, e di 6.72 
nel coniglio n. 3. 

Raffrontando questi valori con quelli da noi accertati, sperimentando sul 
liquido seminale di uomo, di cane e di gallo, si nota, che la concentrazione 
idrogenionica del liquido seminale di coniglio puo ritenersi assai vicina a quella 
presentata dal liquido seminale di cane, ma differente da quella presentata 
dal liquido seminale di uomo e di gallo. Ma a parte tale raffronto, che puo 


Se EGO) as 


assumere maggiore importanza quando le nostre indagini saranno estese 
anche al liquido seminale di altre specie di animali, per intanto ci interessa 
fissare questo ulteriore contributo alla conoscenza della organizzazione chi- 
mico-fisica di questo importantissimo liquido dell’organismo, cui precisa- 
mente tendono le ricerche che da tempo conduciamo. 

Per concludere, rimane stabilito, che il liquido seminale di coniglio 
presenta, a 20° C. di temperatura e a pressione parziale di CO, corrispon- 
dente a quella fisiologica, un pH medio di 6.59-6.86. 
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PERSONALE ACCADEMICO 


Il Presidente sen. Mittosevicn, da inizio all’ anno accademico col saluto 
al Re e il saluto al Duce. Ricorda i Soci defunti durante le ferie e comme- 
mora brevemente il Vice—Presidente Canto ALtronso Natiino, |’ Accademico 
Segretario, Nicota Parravano, i Soci Piero Axoist e Giuseppe STEFANINI, 
e il Socio Straniero Hate. Dopo aver rivolto un mesto pensiero alla memoria 
di tutti gli Scomparsi, assicura i colleghi che di ognuno di essi sara tenuta 
una degna commemorazione nelle prossime sedute della Classe. 

Proclama quindi i nuovi Soci eletti, consegnando ai presenti le tessere 
in bronzo o i diplomi e rivolge a tutti i nuovi Colleghi il saluto dell’ Ac- 
cademia. I nuovi Soci Grutio Cesare Trapaccui e Mauro Picone prestano 
il giuramento accademico. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Socio LomBarp1 presenta in omaggio il suo volumetto su: « L’ elet- 
trotecnica » facente parte della « Enciclopedia scientifica monografica Bom- 
piani ». Presenta anche il « Vocabolario elettrotecnico internazionale » pubbli- 
catodalla Commissione Elettrotecnica internazionale illustrando i criteri col 
quale venne compilato. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per V’inserzione negli Atti dell’ Accademia 1 Soci Bom- 
PIANI, CHECCHIA RispoLi, Gutpt CamILLo, PICONE. 


PRESENTAZIONE DI PLICHIL-SUGGELLA TI 


I] Presidente legge una domanda del sig. Giuseppe Pellegrini che ha 
depositato in data 7 giugno 1929 un plico suggellato presso |’ Accademia e 
chiede ora apertura del plico medesimo e la restituzione. I] Presidente, 
fatta constatare l’integrita dei suggelli del plico in parola, lo apre e prega 
il Segretario Amato di dare lettura della breve comunicazione. 

Il Segretario Amani legge detta comunicazione che riguarda la deter- 
minazione del sesso negli animali. 


pon! “delle aes 


RELAZIONI DI COMMISSIONI 


Il Socio Bompiant anche a nome del Collega Berzorart legge la rela- 
zione con Ja quale si propone la stampa della Memoria di Mario Villa: 
« Determinazione delle varieta a quattro dimensioni che posseggano co 7 
quasi asintotiche y,, ; ». 

L’ Assemblea approya. 


COMUNICAZIONI VARIE 


Passando a svolgere le comunicazioni della Presidenza il sen. MILLOsEVICH 
mette al corrente i Colleghi della ricostituzione del Consiglio di Presidenza 
e riferisce sulle pratiche svolte per ottenere un aumento della dotazione 
governativa, A tale proposito annunzia che per la benevolenza del Capo del 
Governo |’ Accademia ha potuto ottenere gid fin da questo anno finanziario 
un aumento pari quasi alla richiesta avanzata dall’ Accademia stessa. 

Propone quindi che si inviino a S. M. il Re Imperatore, al Capo del 
Governo e a S. E. il Ministro dell’ Educazione Nazionale telegrammi espri- 
menti la devozione e la gratitudine dell’ Accademia. 

La Classe approva con vive acclamazioni. 
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OPERE PERVENUTE IN DONO ALL’ACCADEMIA 


presentate nella seduta del 5 novembre 1938. 


ACQUAVIVA FRANCESCO. — La tecnica 
colturale e l’economia della cipolla 
in Calabria. Napoli, 1938. 8°, pp. 1, 
44. 

ANTUNEZ DE MAYOLO SANTIAGO. — Les 
energies primaires qui composent 
Yelectron et leurs interpretations: 
matiére, gravitation et vie. Lima, 
1938. 8°, pp. 1-28. 

Associazione Italiana di Aerotec- 
nica. Volume commemorativo del 
XXV annuale del Laboratorio di aero- 
nautica del R. Politecnico di Torino 
Roma, 1938. 8°, pp. 1-370. 

BAKER JAMES. — Vedi MENZEL DONALD. 

BATTAGLIA M. — Eumyces tuberculosés. 
(Estr. dal « Bollettino della Sezione 
Italiana della Societa Internaz. di 
Microbiologia ». Vol. VII-VIII). Va- 
rese, 1938. 8°, pp. 1-8. 

BELLI CAMILLO. — La siericoltura nel- 
VPAfrica Orientale Italiana. (Estr. 
dalla Rivista «La Seta»). Milano, 
1938. 4°, pp. I-20. 

BERIO E. — Lista dei lepidotteri eteroceri 
con note e diagnosi di eteroceri afri- 
can. (Estr. dagli « Annali del Museo 
Civico di Storia Naturale di Genova ». 
Vol. LVIII, pp. 189-203). Genova, 
TOS Saroo- 

BETTINI MANLIO. — La zootecnica nel 
Sud Africa. (Relazioni e monografie 
agrario—coloniali, n. 46). Firenze, 
1938. 8°, pp. 1-263. 

BONATTI STEFANO. — Contributo alla 
conoscenza della sepiolite. (Estr. dai 
« Processi Verbali della Societa To- 
scana di Scienze Naturali». Vol. 
XLVI): Pisa, 1937. 8°, pp. I-12. 

BONATTI STEFANO. — La roccia granitoide 
del Sasso diCastro (Passo della Futa). 
(Estr. dagli « Atti della Societa To- 


scana di Scienze Naturali». Vol. 
XLVII); Pisa, 1.938.°8°,° pp. .1=16, 

BONATTI STEFANO. — Osservazioni cri- 
stallografiche e ottiche sopra la co- 
lesterina. (Estr. dai « Processi Verbali 
della Soc. Toscana di Scienze Natu- 
rali». Vol. XLVI). Pisa, 1937. 8°, 
pp. 1-8. 

BONATTI STEFANO. — Sulla struttura cri- 
stallina dello scantogenato di nichelio. 
(Estr. dagli« Atti della Soc. Toscana 
di Scienze Naturali residente in Pisa ». 
Vol. XLVI). Pisa, 1938 8°, pp. 1-15. 

BONATTI S. e DERENZINI T. — Determi- 
nazione delle strutture cristalline dei 
sali dell’acido scantogenico. (Estr. 
dai « Processi Verbali della Societa 
Toscana di Scienze Naturali». Vol. 
ZCEV II) sPisa,) 19385 8°. pp. a 12. 

BOREL EMILE. — Applications aux jeux 
de hasard (Traité de calcul des pro- 
babilites et de ses applications. Tome 
IV, fasc. II). Paris. Editeur Gauthier, 
Villars, 1938. 8°, pp.- I-XI, I-122. 

BREUNING S. — Quelques nouvelles espé- 
ces de lamiinae (Col. Ceramb.) ‘de 
l Afrique Orientale. (Estr. dagli 
«Annali del Museo Civico di Storia 
Naturale di Genova». Vol. LXII, 
pp. 204-206). Genova, 1938. 8°. 

Brook MAX. — Tonisation in Stellar At- 
mospheres. (Reprinted from the 
«Monthly Notices of the Royal 
Astronomical Society». Vol. 98, pa- 
gine 204-213). Edinburgh, 1938. 8°. 

BUA GAETANO. — Serie di esperimenti con 
sostanze attrattive per la mosca delle 
olive. Roma, 1938. 8°, pp. I-19. 

BUNEMANN Oscar. — A method for the 
automatic detection of maxima and 
minima in the response of an obser- 
ving instrument. (From «Memoirs 
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and Proceedings of the Manchester 
Literary and Philosophical Society ». 
Vol. 82, pp. 96-113). Manchester, 
1938. 8°. 

BUNEMANN Oscar. — On the stability of 
a certain subharmonic oscillation. 
(From «Memoirs and Proceedings 
of the Manchester Literary and 
Philosophical Society ». Vol. 82, pa- 
gine 67-78). Manchester, 1938. 8°. 

CAPPARONI PIETRO. — Luigi Galvani 
(1737-1798). Discorso commemora- 
tivo per le onoranze bolognesi nel 


bicentenario della nascita, ottobre 
O37. MEL: sLOS 7 Amol DD vO: 
CAPRA F. — Sulla presenza in Libia di 


Trinervitermes tripolitanus Sjost e 
Trinervius Ramb. (Isoptera). (Estr. 
dal « Bollettino della Societa Ento- 
mologica Italiana». Vol. LX X, p. 155) 
Genova, 1938. 8°. 

CAPRA F. — Una nuova Arcyptera delle 
Alpi Occidentali e sulla Ramburiella 
turcomana (F.-W.) (Orth. Acrid.) 
(Estr. dagli « Annali del Museo Ci- 
vico di Storia Naturale di Genova ». 
Vol. LX, pp. 104-110). Genova, 1938. 
80; 

CARTAN ELIE. — Les spineurs de l’espace 
a trois dimensions. (Lecons sur la 
théorie des spineurs. To. IX). Paris, 
Editeurs Hermann et C.'* 1938. 8°, 
pp. 1-98. 

CARTAN ELIE. — Les spineurs de l’espace 
a #2 > 3 dimensions. Les spineurs en 
géometrie Riemannienne. (Lecons sur 
la théorie des spineurs. To. XI). Paris, 
Editeurs Hermann et C.ie 1938. 8°, 
pagine I-96. 

CAUCHY: AUGUSTIN. — Oeuvres com- 
jake Syogke IU tno, OWS TERS, 
Editeur Gauthier—Villars, 1938. 4°, 
pp. 1-470. 

Cuou Io. — Ridescrizione dell’ A spidiotus 
destructor Sign. (Homoptera, Cocci- 
dae). (Estr. dal « Bollettino del La- 
boratorio di Zoologia generale ed 
agraria del R. Ist. Superiore Agrario 
di Portici ». Vol. XXX, pp. 240-249). 
Spoleto, 1938. 8°. 


Ciott RINALDO. — Artropatie € mecca- 
nismo di azione della « Cura Arnaldi ». 
Roma, 1938. 8°, pp. 1-80. 

CLaouk Cu. — Oreille interne. Etude 
anatomo-—pathologique et clinique, 
technique histologique et expérimen- 
tale. Edition IJ. Paris, 1938. 8°, 
pp. I-X, 1-227. 

CLARK G. L. — Vedi EDDINGTON ARTHUR. 

Commission -Internationale de 
I’ Eclairage en succession a la commis- 
sion internationale de photométrie 
Nouvieme session, Berlinet Karlsruhe 
Juillet 1935. Recueil des travaux et 
compte rendu des séances, 1931-1935. 
Cambridge, 1932, 1937. 8°, pp. 1-693, 
1-679. 

DALY BuRGH. — A broncho-—constrictor 
action of adrenaline following inje- 
ctions of pituitrin, p:tocin or pitres- 
sin in isolated perfused lungs. (From 
the « Proceedings of the Physiolo- 


gical Society ». Vol. 89). S. 1. 1937. 
Sonpp. a2. 
DALy BuRGH. — Blood perfusion pump 


and respiratory pump suitable for 
small laboratory animals. (Reprin- 
ted from the « Journal of Scientific 
Instruments». Vol. XIV, n. 8, pa- 
gine 275-281). Edinburgh, 1938. 8°. 

DALY BURGH — Sensory receptors in the 
pulmonary vascular bed. (Reprin- 
ted from the «Quarterly Journal of _ 
Experimental Physiology ». Volume 
XXVII, pp. 123-146). S. 1. 1938. 8°. 

DALY BURGH. — The pulmonary arterial 
pressure in the unanaesthetized dog. 
(From the « Proceedings of the Phy- 
siological Society ». Vol. 91, pp. 2-3). 
Sh lep LOS Src Soe 

Darwin C. G. — The Attainment of 
Low Temperatures (From « Memoirs 
and Proceedings of the Manchester 
Library and Philosophical Society ». 
Vol. 82, pp. 51-66). Manchester, 
1938. 8°. 

Dass BANESVAR. — The Works of Benoy 
Sarkar. Educational, Culture histo- 
rical Economic and Sociological. Cal- 
cutta, 1938. 8°, pp. 1-14. 


DE BEAUX OSCAR. — Relazione sull’atti- 


vita del Museo Civico di Storia Natu- — 


rale «G. Doria» durante I’ anno 
1937. (Estr. dagli « Annali del Museo 


Civico di Storia Naturale di Ge- 
nova». Vol. LX). Genova, 1938. 8°, 
pp. I-XxIv. 

DERENZINI T. — Vedi BonattTi S. 


DEUTSCH AD4M and EGGLETON PHILIP. 
— XXVII. The use of sodium sul- 
phate for the preparation of concen- 
trated proteinfree tissue extracts. 
(From the « Biochemical Journal ». 
Vola SSO Sse Dee pp. 203=207). 
Edinburgh, 1937. 8°. 

DOBELL CLIFFORD. — Dr. O. Uplavici 
(1887-1938). (From « Parasitology ». 
Vol. XXX, pp. 239-241). London, 
1938. 8°. 

DOBELL CLIFFORD. — Researches on the 
intestinal protozoa of monkeys and 
man. IX The life-history of evta- 
moeba colt, with special reference 
to metacystic development ». (From 
« Parasitology ». Vol. XXX, pp. 195- 
238). Cambrigde, 1938. 8°. 

EDDINGTON ARTHUR and CLARK G. L. — 
The problem of 7 bodies in general 
relativity theory. (Reprinted from 
« Proceedings of the Royal Society 
of London». Serie A, n. 927. Vol. 166, 
pp. 465-475). London, 1938. 8°. 

Epwarpbs D.L. — Vedi WILLIAMS E. Gr. 

EGGLETON GRACE and EGGLETON PHILIP. 
— Distribution of chloride in frog’s 
skeletal muscle immersed in saline 
solution. (Reprinted from the « Jour- 
nal of Physiology». Vol. 90, n. 2, 


Pp; 167=182)2.S..1. 1937. 8°. 
EGGLETON PHILIP. — Vedi DEUTSCH 
ADAM. 
FERRARI GUIDO. — Acqua e agricoltura. 
Lucca, 1938. 8°, pp. 1-43. 
FERRARIS DOMENICO. — I sili economici 


albesi e gli altri tipi di sili a chiusura 
ermetica. (Societa Coltura Propa- 
ganda Agraria). Torino, 1938. 8°, 
pp. 1-27. 

FRASER E. M. — Robert Owen in Man- 
chester, 1787-1800. (From « Memoirs 
and Procedings of the Manchester 


Literary and Philosophical Society ». 
Vol. 82, pp.29-41). Manchester, 1938. 
Oo) 

GAGE A. T. — A history of the Linnean 
Society of London, London, 1938. 
895: Ppt 1-075. 

GALVANI LUIGI. — Celebrazione del se- 
condo Centenario della nascita di’ 
L. Galvani. Bologna, 18-21 ottobre 
1937-XV. I. Rendiconto Generale. 
II. Atti del Congresso della Societa 
Italiana di Fisica. III. Atti del terzo 
Congresso dei nuclei italiani di radio- 
biologia. IV. Atti del convegno stra- 
ordinario della Societa Italiana di 
biologia sperimentale. Bologna, 1938. 
8°, pp. I-156, 1-286, 1-275, 1-158. 

GAPOSCHKIN SERGEI I. — A study of the 
absolute dimensions of eclipsing va- 

(Reprinted from « Procee- 
dings of the American Society ». 
Vol. 79, pp. 327-340). S. 1. 1938. 8°. 

GIGLIOLI GUIDO RENZO. — L’erosione del 
terreno agrario nei tropici. (Relazioni 
e monografie agrario-coloniale. N. 49). 
Firenze, 1938. 8°, pp. 1-94. 

GIORDANI SOIKA A. — La specie del 
sottogenere MVortovia Sauss. (Hym. 
Vespidae). (Estr. dagli « Annali del 
Museo Civico di Storia Naturale di 
Genova». Vol. LX, pp. 111-116). 
Genova, 1938. 8°. 

GOLDBERG LEO. — Vedi MENZEL DONALD. 

GRANDORI REMO. — L’azione disinfe- 
stante della calciocianamide contro 
la mosca domestica sperimentalmente 
dimostrata. (Estr. dal « Bollettino di 
Zoologia Agraria e Bachicoltura ». 
Vol. VIII). Torino, 1938. 8°, pp. 1-20. 

GREENSTEIN JESSE L. — A determination 
of selective absorption based on the 
spectrophotometry of reddened B 
stars. (Reprinted from the « Astro- 
physical Journal ». Vol. 87, pp. 151- 
L715 See LOSS -Oo 

HAYAMI SOITIRO. — Hydrological Stu- 
dies on the Yongtze River, China. 
(Separate of the « Journal of the 
Shanghai Science Institute ». Section 
I, vol. I, pp. 175-198). Shanghai, 
ROR Sale 


riables. 
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HuGeE HipEomi. — Early Behavior of 
Embryos of an Ovoviviparous Fish, 
Lebistes reticulatus. (Separate from 
the « Journal of the Shanghai Science 
Institute ». Section IV, vol. 3, pa- 
gine 177-187). Shanghai, 1938. 8°. 

Istituto nazionale medico_ far- 
macologico «Serono». — Con- 
tributo dei laboratori di fabbrica 
dell’Istituto nazionale medico far- 
macologico «Serono». alla 
scientifica. Roma, 1938. 4°, pp. I-14. 

JaccHiA L. — Osservazioni meteorologi- 
che dell’annata 1937. (Estr. dalle «Me- 
morie della R.Accademia delle Scienze 
dell’ Istituto di Bologna. Classe di 
scienze fisiche». Ser. IX, to. V, 1937- 
38). Bologna, 1938. 4°, pp. I-11. 

JANNONE GIUSEPPE. — Aspetti bio—mor- 
fologici e somatometrici del problema 
delle fasi nel Dociostaurus marocca- 
nus Zhunbd. in Italia e fuori, con par- 
ticolare riguardo alla provincia di 
Napoli. (Estratto dal « Bollettino 
del R. Laboratorio di Entomologia 
Agraria di Portici». Vol. I, pp. 261- 
B27) ee OLtIC LOS oaoo. 

JANNONE GIUSEPPE. — Contributi alla 
conoscenza dell’ortotterofauna italica. 
II. Ricerche sulla distribuzione in 
Italia della Tylopsis Lilifolia (FAB.), 
Phaneroptera quadripunctata BRUM, 
e Ph. falcata (PODA). (Estr. dal « Bol- 
lettino della Societa Entomologica 
Italiana». Vol. LXX, pp. 142-155). 
Genova, 1938. 8°. 

Jounson T,. — A Fruiting Sassafras from 
N. E. Ireland. (From «Memoirs and 
Proceedings of the Manchester Li- 
terary and Philosophical Society ». 
Volume 82, pp. 43-47). Manchester, 
1938. 8°. 

JOHNSTON ALAN. — Vedi MCMICHAEL 
JOHN. 

KOPAL ZDENEK. — On the Form of rota- 
ting-gas configurations. IT. Configu- 


ricerca 


rations possessing a reversal of the 
Density gradient. (Reprinted from 
the «Monthly Notices of the Royal 
Astronomical Society ». Vol. 98, pa- 
ge; 589-597). Edinburg, 1938. 8°. 


KopaAL ZDENEK. — On the motion of the 
apsidal line in close binary Sy- 
stems. (Reprinted from the «Monthly 
Notices of the Royal Astronomical 


Society». Vol. 98, pp. 448-458). 
Edimburgh, 1938. 8°. 
Krook Max. — A new soluble case of 


the equation of transfer for a line 
frequency. (Reprinted from the 
«Monthly Notices of the Royal Astro- 
nomical Society ». Vol. 98, pp. 477- 
482). Edinburgh, 1938. 8°. 

LANG ERNEST F. — The Old Lancashire 
Steel Company. (From «Memoirs and 
Proceedings of the Manchester Lite- 
rary and Philosophical Society ». 
Volume 82, pp. 79-93). Manchester, 
1938. 8°. 

LOMBARDI LUIGI. — Elettrotecnica. En- 
ciclopedia scientifica monografica ita- 
liana del xX secolo. Serie I, n. 2: 
Verona, 1938. 8°, pp. 1-268. 

Lonco B. — Ancora sul germoglio di 
opuntia sviluppatosi in ambiente 
umido. (Estr. dal « Boll.. dell’Orto 
Botanico della R. Universita di Na- 
poli». T. XIV, pp. 49-50). Napoli, 
1938. 8°. 

LonGco LuiGcI. — Influenza di alcune so- 
stanze sulla cristallizzazione del clo- 
rammonio di formazione vulcanica. 
(Estr. dal « Rendiconto della R. Ac- 
cademia delle Scienze Fisiche e Ma- 
tematiche della Societa Reale di Na- 
poli». Vol. VIII, ser. 42). Napoli, 
1938. 8°. pp. I=II. 

LoRIA GINO. — Contributi dati dall’Ita- 
lia alle matematiche pure, dai tempi 
piu remoti ai giorni nostri. (Extras 
din «Mathematica». Vol. XIV, pa- 
gine 155-179). Chy, 1938. 8°. 

Loria GINO. — Nel secondo centenario 
della nascita di G. L. Lagrange (1736— 
1936). (Reprinted from « Isis». Vol. 
XXVIII, 2 pp. 365-375). Bruges, 
1938. 8°. 

LUCCHESE ELIO. — Contributi alla cono- 
scenza dei lepidotteri del melo. I. 
Cydia pomonella L. (Estr. dal «Bol- 
lettino del Laboratorio di Zoologia 
generale ed agraria del R. Istituto 
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superiore agrario di Portici». Vo- 
lume XXX, pp. 321-369). Spoleto, 
1938. 8°. 
LUMIERE AUGUSTO. — Quelques travaux 
~ complémentaires relatifs A la propa- 
gation de la tuberculose. Fascicules 
IV, VY, Vis Lyeny 1934, 1937, 1938. 
8°, pp. I-29, I-169, I-154. 

LUPO VINCENZO. — Revisione delle c2cci- 
niglie italiane. IT. (Howardia, Adisco- 
diaspis, Chionaspis, Pinnaspis, Fio- 
rinia, Kuwanaspis). (Estr. dal « Bol- 
lettino del Laboratorio di Zoologia 
generale ed agraria del R. Istituto 
superiore agrario di Portici». Vo- 
lume XXX, pp. 255-322). Spoleto, 
1938. 8°. 

LYTTLETON RAYMOND A. — On the origin 
of the Planets. (Reprinted from the 
«Monthly Notices of the R. Astro- 
nomical Society ». Vol. 98, pp. 536- 
543). Edinburgh, 1938. 8°. 

MARACONEANU STEPHANIE. — Répercus- 
sion des phénoménes radioactifs dans 
la nature, pluie artificielle. Le danger 
de la radioactivité. Bucarest, 1938. 
8°, pp. 1-8. 

Masi L. — Imenotteri calcididi. (Estr. 
dagli « Annali del Museo Civico di 
Storia Naturale di Genova». Vo- 
lume LVIII, pp. 207-214). Genova, 
1938. 8°. 

MCMICHAEL JOHN. — The oxygen supply 
of the liver. (Reprinted from the 
« Quarterly Journal of Experimental 
Physiology». Vol. X XVII, pp. 73-87). 
Edinburgh, 1938. 8°. 

MCMICHAEL JOHN and ALAN JOHNSTON. 
— Postural changes in cardiac output 
and respiration in man. (Reprin- 
ted from the «Quarterly Journal 
of Experimental Physiology». Vo- 
lume XXVII, pp. 55-72). Edinburgh, 
1938. 8°. 

MENZEL DONALD, BAKER JAMES and 
GOLDBERG LEO.— Equivalent widths 
and the temperature of the solar 
reversing layer. (Reprinted from the 
« Astrophysical Journal». Vol. 87, 
pp. 81-101). S. 1. 1938. 8°. 


MINGOIA QUINTINO. — Sintesi di composti 
pirrolici ed indolici mediante impiego 
di magnesilderivati. (Estr. dal « Bol- 
lettino Chimico Farmaceutico ». Giu- 
gno, 1938). Milano, 1938. 8°, pp. 1-16. 

MorRIYAMA HIDEO. — Further Studies on 
the Reversible Inactivation of Vacci- 
nia~Virus—Protein by Acid. (Separate 
from the « Journal of the Shanghai 
Science Institute ». Section IV, vol. 3, 
pp. 217-229). Shanghai, 1938. 8°. 

MoRIYAMA HIDEO. — The Influences of 
Inorganic Salts upon Vaccinia—Virus— 
Protein. (Separate from the « Journal 
of the Shanghai Science Institute ». 
Section IV, vol. 3, pp. 199-216). 
Shanghai, 1938. 8°. 

MORIYAMA HIDEO. — The Particle Size 
of Vaccinia—Virus—Protein. (Separate 
from the « Journal of the Shanghai 
Science Institute». Section IV, vol. 3, 
pp. 239-250). Shanghai, 1938. 8°. 

MoRIYAMA HIDEO and OHASHI SHUN- 
KICHI. — Studies on Reversible Inac- 
tivation of Phage Protein (Separate 
of the «Journal of the Shanghai 
Science Institute». Section IV, vol. 3, 
pp. 231-237). Shanghai, 1938. 8°. 

NISHIMURA HARNO. — On the Types of 
Cholera of Shanghai, Epidemic of 
1937. (Separate from the « Journal of 
the Shanghai Science Institute ». 
Section IV, vol. 3,. pp. 251-268). 
Shanghai, 1938. 8°. 

NOBILE VITTORIO. — Preliminari per una 
necessaria revisione della teoria del- 
Vaberrazione amuca. I Fondamenti 
teorici del problema. (Estr. da 
«Acta Pont. Academiae Scientiarum». 
Anno II, vol. II, n. 4, pp. 29-44). 
Roma, 1938. 8°. 

OHASHI SHUNKICHI. — On the Influences 
of Inorganic Salts upon Phage Pro- 
tein. (Separate from the « Journal of 
the Shanghai Science Institute ». 
Section IV, vol. 3°, pp. 279-316). 
Shanghai, 1938. 8°. 

OHASHI SHUNKICHI. — Poisonous Cha- 
racter and Antigenicity of the Bacte- 
rial Minute-Body—Forming Protein. 
(Separate from the « Journal of the 
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Shanghai Science Institute ». Section 
IV, vol. 3, pp. 187-197). Shanghai, 
1938. 8°. 
Oucuti Yosu10. — Diptera Sinica. Cyrtidae 
(Acroceridae). I On some cyrtid flies 
_from Eastern China and a new spe- 
cies from Formosa (Entomological 
Report, n. 11). (Separate from the 
«Journal of the Shanghai Science 
Institute ». Section III, vol. 4°, pa- 
gine 33-36). Shanghai, 1938. 8°. 
OucHI YosHIo. — Diptera Sinica. Mu- 
scidae-Eginiinae. 1. A new Eginiid 
fly from Eastern China (Entomolo- 
gical Report, n. 6). (Separate from 
the « Journal of the Shanghai Science 
Institute ». Section IV, vol. 4, pa- 
_ gine 15-18). Shanghai, 1938. 8°. 
OucHI YOSHIO. — Diptera Sinica. Mu- 
scidae—Muscinae I On Some muscid 
flies from Eastern China (Entomolo- 
gical Report, n. 3). (Separate from 
the « Journal of the Shanghai Science 
Institute ». Section III, vol. 4°, pa- 
gine I-14). Shanghai, 1938. 8°). 
Oucu1 YosH1o. — Diptera Sinica. Mu- 
scidae—Muscinae. II. A new murcoid 
fly from South China (Entomologi- 
cal Report, n. 10). (Separate from 
the « Journal of the Shanghai Science 
Institute ». Section III, vol. 4°, pa- 
_ gine 31-32). Shanghai, 1938. 8°. 
OUCHI YOSHIO. — Diptera Sinica. Mu- 
scidae—Phaoniinae. I. Notes on some 
flies of Genus Fannia from Eastern 
China. (Entomological Report, n. 7). 
(Separate from the « Journal of the 
Shanghai Science Institute ». Section 


III, vol. 4°, pp. 19-22). Shanghai, 
p 1938. 8°. 
OUCHI YOSHIO. — Diptera Sinica Rha- 


chiceridae I A new Rhachicerid Fly 
from Eastern China (Entomological 
Report, n. 13). (Separate from the 
«Journal of the Shanghai Science 
Institute ». Section III, vol. 4°, pa- 
_ ine 63-65. Shanghai, 1938. 8°. 
OUCHI YOSHIO. — Diptera Sinica. Stra- 
tiomyiidae. I. On Some Stratiomyiid 
flies from Eastern China (Entomolo- 
gical, Report n. 12). (Separate from 


the « Journal of the Shanghai Science 
Institute ». Section III, vol.-4°, pa- 
gine 37-61). Shanghai, 1938. 8°. 


OucHI YOSHIO. — Contributiones and 


cognitionem insectorum Asiae Orien- 
tales I, II. (Separate from the « Jour- 
nal of the Shanghai Science Institute». 
Section III, vol. 4°, pp. 23-29). Shan- 
ghai, 1938. 8°. 

OucHI YOSHIO. — 1936 Supplements to 
Bibliographical Intriduction to the 
Study of Chinese Insectes. (Separate 
of the « Journal of the Shanghai 
Science Institute». Section III, vol. 3, 
Ppp. 233-327). Shanghai, 1938. 8°. 

PALMA PASQUALE. — Primo contributo 
allo studio dei Lamellicorni fitofagi, 
Hybalus cornifrors Brullé (Coleo- 
ptera: Scarabaeidae). (Estr. dal « Bol- 
lettino del R. Laboratorio di Ento- 
mologia Agraria di Portici ». Vol. I, 
pp. 329-339). Portici, 1938. 8° 

PARISI B. — Crostacei decapodi. (Estr. 
dagli « Annali del Museo Civico di 
Storia Naturale di Genova». Vo- 
lume LVIII, pp. 215-217). Genova, 
1938,, 8°. 

PROTTI GIACOMO. — L’opinione di un 
medico sopra i « Raggi mitogenetici ». 
(Estr. dalla Rivista: « Nuntius Radio- 
logicus ». Anno VI, fasc. IV). Vene- 
zia, 1938. 8°, pp. I-10. 

ROBERTI DOMENICO. — Contributi alla 
conoscenza degli Afidi d’Italia — I. I 
pemfigini del pioppo. (Estr. dal « Bol- 
lettino del Laboratorio di Zoologia 
generale ed agraria del R. Istituto 
Superiore agrario di Portici. Volume 
XXX, pp. 169 238). Spoleto, 1938. 8°. 

Rossoni P. — La copiapite dell’isola del 
Giglio. (Estr. dai « Processi Verbali 
della Societa Toscana di Scienze Na- 
turali», Vol.“ XLV, n: 3). Pisa, 1936. 
8°, pp. I-5. 

Rossoni F. — La laumontite di Val di 
Perga (Castellina Marittima). (Estr. 
da gli « Atti della Societa Toscana di 
Scienze Naturali». Vol. XLIV). Pisa, 
£935..08°,)“pp.<:1-0: 

ROSSONI PIERO. — Rocce diabasiche di 
Rosignano M. e Val di Perga e loro 
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minerali geodici e filoniani. (Estr. 


daghi « Atti della Societa Toscana di 


Scienze Naturali residente in Pisa ». 
Vol. XLVI). Pisa, 1936. 8°, pp. 1-14. 
Russo ACHILLE. — Cenni sull’attivita 
scientifica, didattica e accademica di 
Achille Russo dal 1891 al 1937. (Estr. 
dal volume in onore del prof. A. 
Russo). Catania, 1938. 4°, pp. 1-38. 

SAGASTUME CARLOS A. — Los estudios 
quimicos en la Universidad Nacio- 
nalvdexLa/Plata,) Lar Plata, 1937. 8°: 
pp. I-31. 

SAKAI EIGO. — Vedi Tomita Toru. 

SALVESTRONI PIETRO, — I dipping—tanks 
e la lotta contro gli ectoparassiti del 
bestiame nel Sud Africa e la profi- 
lassi e cura di varie malattie dagli 
stessil propagate o sostenute. (Rela- 
zioni e monografie agrario—coloniali, 
n. 47). Firenze, 1938. 8°, pp. 1-59. 

SCABARDI LIv1io. — Lo Zebu (Relazioni 
e monografie agrario coloniali. N. 42). 
Firenze, 1938. 8°, pp. I-IV, 1-144. 

SENDA KANTARO. — Uber die Temperatur 
der ultrahohen Erdatmosphare nach 
der Dissoziationstheorie. (Separate 
from the « Journal of the Shanghai 
Science Institute ». Section I, vol. I, 
pp. 163-174). Shanghai, 1938. 8°. 

SHAPLEY HARLOW. — A metagalactic 
density gradient. (Reprinted from 
the « Proceedings of the National 
Academy of Sciences ». Vol. XXIV, 
pp. 282-287). s. l. 1938.-8°. 

SHAPLEY HARLOW. — Note on the pro- 
blem of the expandig universe. (Re- 
printed from the « Proceedings of 
the National Academy of Sciences ». 
Volume XXIV, pp. 148-154). S. 1. 
1938. 8°. 

SILVESTRI FILIPPO. — Agricoltura, au- 
tarchia agricola e insetti dannosi. 
(Estr. da « L’Autarchia alimentare ». 
Anno I, n. 1, pp. 9-11). s. 1. 1938. 4°. 

SILVESTRI FILIPPO. — Description of a 
New Myrmecophilous Lepisma (Thy- 
sanura) from India. (Reprinted from 
the «Records of the Indian Mu- 
seum ». Vol. XL, part. II, pp. 143- 
145). Calcutta, 1938. 8°. 


SILVESTRI FILIPPO. — Descrizione di un 
nuovo genere di Margarodinae (In- 
secta, Coccidae) della Cina. (Extr. des 
« Notes d’Entomologie chinoise ». Vo- 
lume V, <fasc! 3, «pp. / 21-27., S$. - 1 
1938. 8°. 

SILVESTRI FILIPPO, — Descrizione di uno 
straordinario Stafilinide (Insecta, Co- 
leoptera) mirmecofilo. (Estr. dal « Bol- 
lettino del Laboratorio di Zoologia 
generale ed agraria del R. Istituto 
superiore agrario di Portici ». Volume 
XXX, pp. 250-254). Spoleto, 1938. 
ih, 

SILVESTRI FILIPPO. — Due nuovi generi 
deserticoli di Lepismatidae (Insecta, 
Thysanura). (Estr. dal « Bollettino 
del R. Laboratorio di Entomologia 
Agraria di Portici». Vol. I, pp. 340- 
353). Portici, 1938. 8°. 

SILVESTRI FILIPPO. — Primo contributo 
alla conoscenza dei Protura (Insecta) 
del Brasile e di Costa Rica. (In «Livro 
Jubilare prof. Travassos» Rio de 
Janeiro 1938, pp. 441-446). S.1. 1938. 
8°. 

Sindacato Nazionale 
Chimici. L’Istituto Farmacologico 
Serono e l’autarchia. (Estr. da «Il 
Chimico Italiano». Anno V, 1938). 
Roma, 1938. 8°, pp. 1-4. 

STERNE T. E. — The secondary varia- 
tion of 6 Scuti. (Reprinted from the 
« Astrophysical Journal». Vol. 87, 
Pp: 138=150), 5. lh 1988). 8° 

STRANEO. S. L. — Pterostichini (Coleopt. 
Carabidae). (Estr. dagli « Annali del 
Museo Civico di Storia Naturale di 
Genova». Vol. LVII, pp. 218-221). 
Genova, 1938. 8°. 

STRANEO S. L. — Studi sulle specie orien- 
tali del genere Caelostomus Macl. 
(Coleopt. Carabid.). (Estr. dagli «An- 
nali del Museo Civico di Storia Natu- 
rale di Genova». Vol. LX). Genova, 
1938. 8°, pp. I-100. 

TAJANI FILIPPO. — Le comodita del viag- 
giare. 5. 1. 1938. 4°, pp. 1-62. 

Tomita ToRU and SAKAI EIGO, — Ce- 
nozoic Geology of the Huzina-Kimati 
District, Izumo Province, Japan. A 


Kasicrs ta: 


contribution to the Igneous Geology 
of the East—Asiatic Province of Ce- 
nozoie Alkaline Rocks. (Separate 
from the « Journal of the Shanghai 
Science Institute». Section II, vo- 


lume II, pp. 147-204). Shanghai, 
19305 oo —~ 
TROTTER A. — Ricerche, osservazioni e 


Campania ed il Mezzogiorno. (R. Os- 

servatorio Regionale di Fitopatolo- 

gia di Portici, Sezione di Patologia 

: Vegetale). Napoli, 

Bt. - 12 

VALENTE GIOACCHINO. — La mia teoria 
dei due raggi luminosi sulla visione 


operata con i due occhi. Napoli, 
NOZS oo, pp lass 
ae VILLAT HENRI. — Mécanique des fluides. 


Edition II. Paris, Editeur Gauthier— 
Willars mrO3o- (Oo, ppanl Vil sal nO3s 


ree Be 


divulgazioni fitopatologiche per la_ 


1938. 8°, pp. I- 


WOOLLEY R. 


Vv ocab ul Lee lecenstechnkat interna- 
tional. Fascicule 50. Paris, 1938. 8°, 


pp- 1-311. 


WILLIAMS op G. and EDWARDS D. L. — 


On the estimation of spectral type 
and luminosity in B — type stars. 
(Reprinted from the «Monthly No- 
tices of the Royal Astronomical So- 
ciety ». Vol. 98, pp. 467-476). Edin- 
burgh, 1938. 8°. 

WooLLEY R. — A parabolic double 
star orbit. (Reprinted from the 
«Monthly Notices of the Royal Astro- 
nomical Society ». Vol. 98, pp. 380— 
383). Edinburgh, 1938. 8°. : 

— The contour of lines 

at the extreme limb of the sun. 

(Reprinted from the «Monthly No- 

tices of the Royal Astronomical So- 

ciety ». Vol. 98). Edinburg, 1938. 8°, 


pp. I-20. 
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RENDICONTI. 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
DET LINCEL 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


frascicolo del 19 novembre 1938 — Anno XVII 


MEMORIE E NOTE DI:SOCI 


Matematica. — Geometria -proiettiva di una equagione a 


derivate parziali, lineare omogenea. — 1. Classificazione delle 


quast—astntotiche. Nota“? del Corrisp. E. Bomprant. 


1. — JEGETTO DELLA RICERCA; 


Sia dato un sistema di equazioni a derivate parziali lineari omogenee 
in una funzione incognita e di esso si consideri un gruppo di soluzioni (indi- 
pendenti) in numero superiore di almeno una unita a quello delle variabili 
indipendenti. Assunti i valori di quelle soluzioni (per un gruppo fissato di 
valori delle variabili indipendenti) come coordinate proiettive omogenee 
di punto in uno spazio proiettivo, il luogo di questi punti al variare delle 
variabili indipendenti, si dice una varietd rappresentativa o integrale del 
sistema dato. 

Se dal gruppo considerato si passa ad un’altro gruppo di ugual numero 
di soluzioni ottenuto da quelle con combinazioni lineari omognee a coefh- 
cienti costanti (e a determinante differente da zero) si sostituisce alla varieta 
integrale di prima un’altra ad essa omografica. 

Fa parte integrante di questa rappresentazione la considerazione delle 
seguenti trasformazioni del sistema dato: 

1) cambiamento delle linee parametriche sulla varieta, cioé trasfor- 
mazioni delle variabili indipendenti in altre (con determinante funzionale 


(1) Presentata nella seduta del 5 novembre 1938. 
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diverso da zero); 2) cambiamento del fattore di proporzionalita delle coor- 
dinate (che sara in generale funzione del punto sulla varietd), cioe sostitu- 
zione. della variabile dipendente con altra che differisca da essa per un fattore 
arbitrario (-- 0) funzione delle variabili indipendenti. 

Queste trasformazioni operano non soltanto sul gruppo di soluzioni 
inizialmente scelto ma su qualsiasi gruppo di soluzioni (anche dipendente 
da funzioni arbitrarie). L’insieme delle proprieta invarianti di un. qualsiasi 
gruppo di soluzioni, dipendenti quindi infine dal solo sistema differenziale 
dato, rispetto alle trasformazioni specificate ¢ quella che, da tempo, ho 
chiamato geometria proiettiva del sistema dato di equazioni. In essa la dimen- 
sione dello spazio ambiente non ha in generale alcun senso (non € deter- 
minata, a meno che integral generale del sistema non dipenda che da un 
numero finito di costanti arbitrarie); unici elementi che conservano inte- 
resse, € rispetto ai quali devono esser enunciati i risultati, sono quegli spazi 
osculatori alla varieta divenuti ormai d’uso generale (per la ragione ora detta) 
negli studi di geometria proiettivo—differenziale. 

Ho insistito pil: volte su questo ordine di idee. 

Appartengono allindirizzo ora accennato: Ja teoria dell’equazione di 
Laplace (equazione differenziale lineare del 2° ordine di tipo non parabolico 
in due variabili indipendenti) e delle sue trasformazioni, cioe la teoria di 
un doppio sistema coniugato di una superficie indipendentemente dallo spazio 
d@immersione di questa“; la teoria delle quasi asintotiche (sopra una super- 
ficie o varieta) @; la teoria dei sistemi coniugati di specie superiore &?. 

Gia nei primi lavori sulle quasi-asintotiche ebbi occasione di notare 
che accanto a quelle caratterizzate da due indici, y,,, (di cui il primo da 
Pordine dell’intorno del punto sulla varieta e il secondo lordine dell’intorno 
del punto sulla curva che hanno fra loro una particolare relazione proiet- 
tiva mentre non ne hanno gli intorni di ordine inferiore), e di cui facevo 
uso, si presentavano altre curve, o sistemi di curve, proiettivamente carat- 
terizzati sulla superficie o varieta: e che ad individuare questi (cioé a defi- 
nirne le particolarita proiettive) sarebbero occorsi pil indici. Non credetti 


(1) Si veda un’esposizione di questa, p. es., in G. Tzrrzeica, Géomeétrie différentielle 
projective des résaux (Bucarest, 1924). 

(2) Per Pintroduzione di questa nozione, cfr. le mie Note: Recenti progressi nella 
geometria proiettiva differenziale degli iperspazi (« Proceedings of the Vth International Con- 
gress of Mathematicians ». Cambridge, 1912); Sopra alcune estensioni dei teoremi di Meusnier 
e di Eulero (« Atti R. Acc. delle Scienze di Torino », vol. XLVILI, 1913); Alcune proprieta 
proieltivo—differenzialt det sistemi di retle negli iperspaxi (« Rend. Circ. Mat. di Palermo», 
to. XXXVII, 1913); Sistemi di equazioni simultanee alle derivate parziali a caratleristica 
(« Atti R. Acc. delle Scienze di Torino», vol. XLIX, 1913-14. Le quasi—asintotiche sono 
state poi utilizzate da me e da altri (TeRRAcINI, Vrrat1, BorroLtorri, Vita, Buzano, 
BoGpaNn) in molti lavori successivi. 

(3) Cfr. la mia Nota: Sistemi coniugati sulle superficie degli iperspazi (« Rend. Circ. 
Matem. di Palermo», to. XLVI, 1922); poi lavori di E. Borrotorti e B. SEGRE. 
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opportuno, allora, poiché non era strettamente necessario, andar oltre questo 
rilievo. Analogamente dicasi per i sisteni coniugati di specie superiore (0 
quasi—coniugati). 

Che le quasi-asintotiche e i sistemi quasi—coniugati fossero uno stru- 
mento essenziale per lo studio delle proprieta proiettivo—differenziali & stato 
poi provato da numerosi lavori di altri e miei; essi si presentano di neces- 
sita anche in problemi metrici, p. es. nelle deformazioni, o geometrie rieman- 
niane, di specie superiore. 

Anzi in queste, come in altre ricerche, si presentano proprio quei sistemi 
non caratterizzabili con due soli indici e proprio da questo fatto alcuni teo- 
remi traggono il loro rilievo: in tali casi ho dovuto esplicitamente, e caso 
per caso, enunciare le proprieta caratteristiche del sistema in esame. 

Dato cid, e in vista di ulteriori risultati generali in cui Penunciazione 
caso per caso diverrebbe troppo prolissa, ritengo opportuno dare quella siste- 
mazione che, all’inizio, mi sarebbe parsa prematura o sovrabbondante; limi- 
tandomi anche questa volta a quanto mi occorre: cioé al caso di wna equa- 
zione (differenziale lineare d’ordine m) in due variabili indipendenti. 

Questa puo definire sulla superficie o un sistema di quasi—asintotiche 
© un sistema quasi-coniugato. Nel primo caso la struttura proiettiva ¢ defi- 
nita da un certo numero p di coppie di numeri (interi positivi o nulli) che 
sono altrettanti invarianti proiettivi dell’equazione. Ad eccezione di un caso, 
che si caratterizza pienamente in base ai numeri invarianti ora detti (Gen 
cui quello delle ordinarie asintotiche ¢ un primo esempio), l’equazione data 
definisce, oltre al sistema di quasi—asintotiche, uno o pi sistemi invarianti 
di linee che chiamo associati (al sistema di quasi-asintotiche) che si distin- 
guono con due indici (anch’essi ricavabili dalle p coppie predette). La scelta 
delle linee quasi—asintotiche, e delle linee di uno dei sistemi associati (quando 
uno ne esista) come linee parametriche attribuisce all’equazione una forma 
invariante ridotta: e di queste ne esistono tante quante sono le curve dei 
sistemi associati distinte passanti per un punto generico della superficie. 

Anche nel caso di sistemi quasi-coniugati si riesce mediante un certo 
numero p di coppie di numeri (invarianti proiettivi) a caratterizzare la strut- 
tura dell’equazione: e si trovano in generale pili forme ridotte in relazione 
alle particolarita che presentano Je curve del sistema quasi—coniugato. 

Le proprieta qui discusse sono fondamentali, ma anche le pit semplici 
che possono rilevarsi: esse sono ben lungi dall’esaurire una teoria invarian- 
tiva dell’equazione. Ma era anzitutto necessario porre in luce i sistemi di 
curve (o tessuti) invarianti definiti dall’equazione: un’ulteriore approfondi- 
mento deve condurre a servirsi della geometria dei tessuti o topologia diffe- 
renziale di W. Blaschke, di cui si prevede qui una brillante applicazione. 

Anche una teoria geometrica delle trasformazioni dell’equazione data 
deve riferirsi a quei sistemi invarianti; ad essa, come alla teoria dei sistemi 
quasi-coniugati, intendo dedicare altre Note. 
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2. — TRASFORMAZIONE DELL’EQUAZIONE. EQUAZIONE CARATTERISTICA. 


Sia data l’equazione differenziale lineare d’ordine n in x (uw, Vv): 
Wf — 
(2.1) Quo Kage ae I Aight hi ene einen’ AD Nel g Mec care =) 


Be ore 
Sub dvi” 
Per brevita la derivata x),, s'indichera con p,q e quando occorrera scri- 
verne alcune di seguito si separeranno con punto e virgola; quando della 
equazione si voglia tener presente solo il legame lineare fra le derivate effet- 
tivamente esistenti in essa, ma si prescinda dai coefficienti, si scriveranno 
i simboli di quelle fra parentesi quadre seguite dal segno = 0; quando si 
vorra indicare una combinazione lineare di.x e delle sue derivate d’ordine =v 
si scriverA in parentesi S(v): cid perché scelto un gruppo di soluzioni x* al 
quale si faccia corrispondere un punto di una superficie in uno spazio proiet- 
tivo, esso e i « punti derivati » d’ordine =v individuano lo spazio v—oscu- 
latore, S(v), nel punto alla superficie. Con queste convenzioni l’equazione 
precedente potra scriversi 


Ove: X»,,= i coefficienti sono pure (in generale) funzioni di u,v. 


(2.2) [S(n)]=o ovvero [m,0;2—1,15+++51,u—1;0,2;S(m—1)|=0. 


Assoggettiamo la (2.1) alle trasformazioni 
(3) Wie h (U0) o 5 CRO, OB) Coe ees Oe Oe 
e prendiamo in esame il gruppo delle derivate d’ordine n, sia nell’equazione 
data che in quella trasformata. 

Si ha 


i paras Daa ») —t, ; 
(2.4) Xpa=e d rasan a Jb 


1=0 


ove i--+ indicano i termini nelle derivate d’ordine << p+ q e il simbolo 


b a She we ; : : : 

a( ; eae , ha il significato seguente: € la somma di tutti 1 termini 
2 . 

che si ottengono come prodotti di p + q derivate del 1° ordine diz o div 

rispetto a. o v in modo che vi figurino p + ¢—zi derivate di # ed i di ¥ 


fatte complessivamente p volte rispetto ad u e g volte rispetto a v. 
: aye Sete 
ere 
Dal gruppo di termini d’ordine 1, ¥ (") Wiay) yin nce Gel equa Zone 
oO 
data si passa al gruppo di termini d’ordine m dell’equazione trasformata 


(2 Ce iba 
G5) p> (7) 3 itis ney 7 


4=0 AS 118) 


n tS ite n nN ee) 3 1 
=e 35 3 eneliahr 9) 


ao q=0 


, 
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In particolare si potra far si che sia nullo il coefficiente di X,,, cioé che 


: u nN OU n—gq OU qd 
ee he 


y=0 


: : ov ov 
e poiché sulle linée 0 = cost. & —du+—dv= i : 
p as du + 5 dv = 0 bisognera scegliere 


come @ = cost. le linee definite da 


(2.7) >» (art (Cees duit du? 4 == 0); 


q=0 


Questa € notoriamente Pequazione caratteristica della (2.1). 
Potranno accadere due casi: 

1) o tutte le radici du/dv dell’equazione caratteristica coincidono (per 
qualsiasi coppia di valori di u,v); e allora chiamando v la nuova varia- 
bile @ (cio€ supposto gia scelto come sistema di linee u quello definito 
da dv = 0) lequazione é del tipo 


[p,0 5 S(*#—1)}=0 
e si dira che Pequazione individua un sistema di quasi-asintotiche (le linee 
u;dv = 0) sopra una qualsiasi superficie rappresentativa dell’equazione; 

2) oppure cio non accade e si dir’ che lequazione individua un 


sistema coniugato 0 quasi—coniugato. 


Ora QUASI-ASINTOTICHE. INDICI DI UNA QUASI—ASINTOTICA, 
LORO SIGNIFICATO GEOMETRICO. 


Occupiamoci del primo caso. 

Nell’equazione, fatta la scelta delle linee w che riduce i suoi termini d’or- 
dine  all’unico x,,,, potranno mancare alcune delle derivate d’ordine <n. 

Notiamo che le trasformazioni da prendere ancora in esame sono le 
seguenti 


Ca39), re (ED) A S(O) sh Reatg (', 0). 


Cio porta che se nell’equazione data we un termine con la derivata 
Xp,q in una sua trasformata generica vi sono certamente anche i termini 
Xp > Mpt+r,q—19°%*> Xp+y,0 (€ ad introdurre questi ter:nini bastano le prime 

ae, ; .. ihe he Be Re eae 
due traformazioni (3.1) ) e inoltre tutti i termini in Xy,~ con p’+ q<p+q 
e g' =q (che derivano dall’eseguire alcune delle p derivazioni rispetto ad u e 
delle g rispetto a v sul fattore eg piuttosto che su x); cioé in totale tutti 
i termini Xy,~” con p)t+d?d=ptqeg=q. 

Questa proprieta dell’equazione rispetto alle trasformazioni (3.1) si puo 
mettere in vista con un diagramma costruito come segue. 


aS == 


Si assumano due semirette uscenti da un punto e formanti un angolo 
di 45° come semi-assi (positivi) di un sistema cartesiano; e assunta su uno 
di essi, che diciamo w, una unita di misura, assumiamo come unita di misura 
sull’altro v la precedente moltiplicata per /2. Rappresentiamo in questo 
sistema la derivata x,,, col punto di coordinate p,q; e cio per tutte le deri- 
vate che figurano nell’equazione (diagramma dell’equazione). La proprieta 
rilevata equivale a questa: che se al diagramma appartiene un punto (/, ¢) 
vi appartengono tutti i punti (a coordinate intere) situati all’interno e sul 
contorno del trapezio limitato dai semiassi e dalla parallela e dalla perpen- 
dicolare all’asse w condotte per il punto (p,q). 

Notiamo anche, per il seguito, che i punti (a coordinate intere) appar- 
tenenti al triangolo (contorno incluso) limitato dai semiassi e dalla perpendi- 
colare all’asse w per il punto (v,0) sono rappresentativi delle derivate che 
determinano lo S(yv) osculatore (nel punto x che si considera). 

Consideriamo ora nell’equazione i termini di un determinato ordine 
h=n. 

I loro punti rappresentativi, e quelli rappresentativi dei sistemi che in 
conseguenza delle trasformazioni (3.1) devono figurare nell’equazione, appar- 
tengono ad uno dei trapezi ora descritti (che puo ridursi come casi estremi 
ad un triangolo del tipo pure descritto, o ad un segmento dell’asse uw); e 
questo trapezio € del tutto determinato dal vertice opposto all’origine che 
rappresenta la derivata d’ordine  effettivamente presente nell’equazione con 
il minimo ordine di derivazione rispetto ad  (e il massimo rispetto a v). 

Se si ripete questa operazione per tutti i valori di ), detti trapezi ven- 
gono a coprire un’area a gradinata limitata dai semiassi e da una spezzata 
con lati alternativamente paralleli e perpendicolari all’asse u che possiamo 
immaginare percorsa dal vertice pil alto a sinistra (sull’asse v) a quello pil 
basso a destra (sull’asse w); s’incontreranno alternativamente vertici salienti 
e rientranti della spezzata (il primo sull’asse v, ¢ da considerarsi saliente se 
ci si muove da esso perpendicolarmente all’asse 1; ultimo, sull’asse uw, é 
da considerarsi saliente poicht si giunge ad esso sull’asse ). E ovvio che 
i vertici salienti della spezzata determinano tutta la configurazione, cioé il 
il tipo o la struttura dell’equazione. Una notazione comoda per essa, quindi 
per il sistema di quasi—asintotiche y da essa individuato, si avra scrivendo le 
coordinate dei vertici salienti, nell’ordine che € stato fissato, su due linee 
(nella prima le coordinate uw e nella seconda, in colonna, le coordinate v) nel 
modo seguente: 


E ovvio che 


Sy So Sy Ss Sy a Ee re ee Dy ee 
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inoltre 


$e tr 5a + Foie ERS Shar | he 


Che i numeri p,5,,7:,+++.5»,7) siano invarianti proicttivi dell’equa- 
zione risulta chiaramente dal significato geometrico di questa, quando si sia 
provato che detti numeri permettono di enunciare geometricamente la pro- 
prieta espressa dall’equazione. 

Sia (sp, 7») il vertice che determina il trapezio d’ordine h = s, +1. 
Detto trapezio pud immaginarsi descritto per traslazione parallela ad wu di sy 
unita del triangolo che ha due lati sui semiassi e il terzo che stacca su di 
essi 1 segmenti 7. Questo triangolo rappresenta lo S (rp) in x; la trasla- 
zione parallela ad w indica che bisogna derivare questo S (1) s, volte rispetto 
ad w, cioé considerare gli S (rs) uscenti dai punti di un elemento Es, della 
quasi—asintotica  passante per x. La proprieta espressa dall’equazione riguarda 
dunque Ja dimensione dell’ambiente a cui appartengono gli S(r;) uscenti dai 
punti degli Es, di quasi-asintotica per h = 1,-+--,p. E presto visto @ che 


tale dimensione é 


rr (tr + 3) 


je! 
2 + S; a a nm—I + DS (Gis + Th41)—(S + 1s)| th 41 


e non superiore di un’unita come avverrebbe per un Es, di qualsiasi altra 
curva della superficie. 


P. es. nel caso delle ordinarie asintotiche definite da un’equazione [x20 , x10 , Xor ,X] =O 
Beers cr OU2 Nae ; ; ; aye ore: 
si ha il simbolo y ( iF cio vuol dire che bisogna considerare lo S (1) cioé il piano tangente 
ae) 


in un punto e in questo punto lo Sz osculatore all’asintotica; il loro spazio congiungente 
dev’essere uno Sz (p =2,5; =O,7; = 1,” = 2) cioé quei due piani coincidono. 
Ad una guasi asintotica y,,;, determinata dall’equazione [xs,0,S(7r)] =0 conviene 


Ons ao : poe 
il simbolo y ( i. lo S(r) osculatore alla superficie in un punto e lo S; osculatore ivi 
ro 


: ee dee oe : r(r + 3) 
alla curva (s >) stanno in uno spazio di dimensione Sree +5—r—l. 


Altro esempio: 
Per i sistemi autoconiugati di specie y (2) definiti da un’equazione del tipo 


[x 5 X10 5 Xor »%20,%ir,°°° yO PVT ECV MOREL Vimatt Wit krystal =O 


Vie ey I 4 rae ote : a ° 4s . : 
il cui simbolo é y ( E + } si ha che i piani tangenti nei punti di un Ey+, di y 


e lo Sy+x1 osculatore a y (nel punto da cui Ey—; ¢ spiccato) stanno in un Say. 


(1) Basta contare i punti del diagramma dell’equazione e togliere dal loro numero 


due unita. 
(2) Cfr. la mia Nota: Sistemi coniugati ecc. gia citata. 
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Riassumiamo quanto s’é stabilito finora: 
Data un equazione differenziale lineare in due variabili indipendenti d’or- 
dine n la cui equazione caratteristica sia a radici tutte coincidenti é possibile 


definire p coppire 2 =p= 4 + | di numeri invarianti protettivi della equa- 


zione o del sistema cot di quasi asintoliche y da caratterizzarsi, per mexzo dt 


quet numeri, con la notaxione: 
Spa AS 
7, 
%, 1g.8 3 1p 


ODES Sy ool Ste ey hE rea ee end oe 
Essa esprime il fatto che considerati gli Es,(b = 1,2,+-°+,p) di una tal curva 
per un punto é¢ gli S(rs) osculatori alla superficie nei punti di cuascun Es, tuttr 
questi spaxi stanno in uno spazio di dimensione 


G(13 -E 3) 


72 


A a ae ee ee oS (s41 toed) —(o tr) Jr 4:- 


h=t1 


Assunte le quasi—asintotiche come linee u (dv = 0), una notazione inva- 
tiante per l’equazione differenziale ¢ la seguente 


e) Ost 
S (r:) : a () \ rahe. Magee (r:) 


v 


Or +1 O'2 AL x 
SURES GaGa s lols Pee (07 Beg need ria) 
Ouss +t S (v2); Ou2 ("2)> > ou" 


ove x ¢ il punto per il quale sono costruiti quegli S (1). 


A. CONFRONTO DI DUE QUASI-ASINTOTICHE. 


Occorre alle volte confrontare il grado di generalita di due quasi—asin- 


totiche y e ¥. Se esse sono scelte del tutto a piacere il confronto non é 
possibile; ma lo.é in alcuni casi. Supponiamo che sia 


Sra Seog ade aire © oes 
me 


ip ecner: rj GEES lp 


e che si abbia s;;,>>s; + 1. Inseriamo nel simbolo fra s; e 5; 4, tutte le 
unita mancanti e in corrispondenza agli indici inseriti in prima linea inse- 
riamo nella seconda 1; 4, (tante volte quante occorre) e ripetiamo questa 
Operazione ogni volta che due s contigue differiscano di pil di un’unita “), Si 


(1) Se sy; > 0 inseriamo pure in prima linea (a sinistra di s;) 0,1,+-:,5—1e in 
seconda linea 7;. 


+ | DI eee 
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ottiene un simbolo che diremo sovrabbondante che rappresenta curve con 
la stessa proprietd geometrica, perche i punti corrispondenti alle nuove coppie 
figuravano gia nel diagramma; queste nuove coppie si diranno neutre appunto 
perché non alterano la situazione. 

Sul simbolo sovrabbondante facciamo ora l’operazione seguente : pas- 
siamo una o pil unitd (quando cid sia possibile) da un’indice della seconda 
linea alVindice corrispondente della prima (la loro somma rimane guindi 
invariata) € quest’operazione si faccia pure su pit coppie di indici purché nel 
simbolo risultante sia sempre rispettata la condizione che la successione degli 
indici della prima linea sia non decrescente e la somma degli indici di una 
colonna sia minore di quella della successiva. Dal simbolo ottenuto si tol- 
gano le coppie neutre (se ve ne sono); si otterra il simbolo di quasi—asin- 
totiche y che diremo particolari rispetto alle y . Geometricamente cid equivale 
a dire che il diagramma delle y ¢ contenuto nel diagramma delle y; i due 
hanno certo in comune i punti sull’asse w. 


- 3 : Aen . 5 2 ; nawets O 
Esempio. Si consideri l’equazione [4,0;S(3)}=0 cui corrisponde il simbolo y te : . 
3 


; oe Sete a3 ee Bat O1 
L’operazione descritta fornisce p. es. il simbolo ¥ 6 | o quello sovrabbondante y z 4 


De th = fal Bical ey Lf is 
; 5) e da questo a ¥ is : | equivalente a y & 4 che po 


teva ottenersi direttamente dal primo con trasferimento di due unita (necess. sulla prima 


: PO 
e da questo si passa a ¥ (° 


colonna); il trasferimento di tre unita da 7 : ‘) cioe ¥ (5) e queste sono linee di S,. 


Tutti questi sono casi particolari delle y;,,. E facile scrivere le relative equazioni. 

I] confronto potra farsi anche per quasi—asintotiche y e Y di ordini x 
ed 7 diversi purché accada che il diagramma dell’una sia y , contenga tutti 
i punti del diagramma dell’altra, y, che si dira pit particolare di y. 

_ Se cid non accade si puo definire sempre in modo unico un tipo di 
quasi—asintotiche T° che sia il «minimo » comprendente come casi patti- 
colari y ey. Dati 1 simboli di questi bastera formare un nuovo simbolo 
composto con le loro coppie (disposte in ordine crescente delle s) e poi sop- 
primere le coppie neutre per avere il simbolo di I’. 


Pee eee ret ar | ha 
421 0 APE (O 
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Matematica. — Geometria protettiva di una equazione a 
derivate parziali, lineare omogenea. — II. Sistemi invariants 
associati ad un sistema at guast—asintotiche. Nota“ del Corrisp. 
E. Bompianl. 


5. - SISTEMI ASSOCIATI D’ORDINE 1 — I 
AD UN SISTEMA DI QUASI-ASINTOTICHE Y,—1,1(” >>2). 


Riprendiamo a considerare l’equazione differenziale d’ordine m che defi- 
nisce un sistema oo? di quasi—asintotiche y e queste siano, sulla superficie 
rappresentativa, le linee dv =o, talché, scrivendo per esteso i termini 
@Vordine m— 1 Vequazione sia 


ee tt 

"| 

(5.1) eet 3 ( p Von eee 
o 


ove 1 +++ indicano termini d’ordine =n — 2. 
Le trasformazioni rispetto alle quali va studiata l’equazione sono 


(5:2) LS(W VY @ OO), ee 


Osserviamo ora la formola di derivazione 
Qs +4 x an \ ee +t (on \'-i/aa\ 
03) Manag = °( =r] ts on + i oo (a & are 


ove i puntini indicano termini contenenti derivate d’ordine <<s+1.- 

Da essa segue intanto che il termine x, ,. da per trasformazione termini 
HIS Ka tg fi ols eS Ma SON Uas maar origine a termini contenenti una 
o pil derivazioni rispetto a v (da notare che i coefficienti di X,_;,.,+++,X 
contengono derivate di g rispetto ad u). Dal gruppo dei termini d’ordine 
n— I togliamo il termine in x,—;,.3; il gruppo residuo 


“x (n—I 
(5-4) > p | ts Sea eae 


(1) Presentata nella seduta del 5 novembre 1938. 


(5. 


da luogo ai seguenti termini d’ordine n — r nell’equazione trasformata, 
tolto cil" termine: in %y).6, 


Pear ini OU Vi" (n —1\(p om \"—*—! / om \b-i 
5) ° x; on" —*—i doi ie 2, d saanam coal 2 OL Ee 
en CUE NCU mies, Pp J ou ov 


eae ; ore ; [ ov \i 
sicché il coefficiente di X,_,_;,; per j==1, a parte il fattore (Se) e 
“a — TI . 

n—1\/p am \"—1—? (om \b—i 
(5-6) =; ( ee ay oan ; 
; p of ou ov 
Se si pone questo = 0, si ottiene una equazione atta in generale a 
; : on on 
definite: le‘ lineeq@ = cost... ——dui+- —= du-=.0., 
Ou ov 


(5-7) >> ee ‘) eee (— 1)? du?—i du'—*-? =o 
] 


di grado n— 1 —j (omogenea in du/dv). Precisamente questa equazione 
definisce le linee 7 = cost. (diverse dalle y,% = cost.) se in essa compa- 
riscano almeno due termini non nulli, quindi j =n— 2 e poiche j=1, 
n = 3. Dunque se n = 3 é in generale possibile scegliere le linee 0 (da = 0) 
in modo che hell’equazione trasformata manchi uno dei termini in 


Xn—2,1 5) Xn — ol tee enn ore 


E chiaro che alcuni di questi termini possono mancare nell’equazione 
data e in tutte le sue trasformate; per es., se nell’equazione data ¢ 
aso, = G,-»—2,— 0 Maticano.in tutte le trastormate le derivate. x,.,, 
€ Xo,n—1- Ma perche si possa definire almeno uno dei sistemi precedenti 
occorre che esistano nell’equazione data almeno le derivate x,_.,; € %»—3;,2 
(ciO perché, com’e stato osservato al n. 3, se esiste nell’equazione il termine 
in X,—;—,,, esistono anche in essa o in una sua trasformata generica tutti 
i termini con le derivate x,-,_4,,7 con g’=q); allora la scelta indicata 
delle lnnee ofa sparive'il termine 12%, >. ,.; 

Chiamiamo sistema associato d’ordine n—1 e d’indice j (associato a 
quello delle quasi—asintotiche y) il sistema definito dalle equazioni (5.7). 
Per un punto generico della superficie passano » —j—¥1 curve del sistema, 


-le quali formano percio in generale un (7 —j— 1) - tessuto: non é escluso 


pero che alcune di queste curve coincidano fra loro e anche col sistema 


di guasi-asintotiche. 
Facciamo subito un esempio. Sia data l’equazione 


2ne 5 Ul o® SF MOCIE Ba yes 353 5 aA ai 5) 
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ove sisono omessi i termini d’ordine <( 11, cui corrisponde un. sistema 


; Nese inst rt NUCL 
di quasi—asintotiche r(_ a, a) 


I sistemi associati pet j = 4 svaniscono per l’annullarsi dei coefficienti 
¢,5°°* Go,11- Si ha invece un sistema associato d’indice j = 1 definito da 


(aio, 1 dV3 — 10 dy,. dudv® + 45 as,, du dv — 120 4a,,, du3) dvi = 0 


che di luogo ad un 3-tessuto (tolto dv7 = 0); scelte le linee v fra queste 
risulta a;.,, = 0 (e pud anche essere dy,, =O , a,; = 0). 
Si ha poi un sistema associato d’indice j = 2 definito: da 


Qe du? — 9 ag,, dudv + 36a,,, du?) dv] = 0 


che da luogo ad un 2-tessuto (e al sistema delle y contato 7 volte) le cui 
curve potrebbero coincidere (se fosse 9 fe 6 4, oa 

Preso un sistema di curve di questo tessuto come sistema di curve 
v(du = 0) si ha a,,. =o (ed eventualmente anche as,,; = 0). 

Si ha ancora un sistema associato d’indice j = 3 definito da 


du? (as,, dvu-— 8 a,,,du) = 0 


che da luogo (tolto dv7 = 0) ad un sistema semplice di curve; prese queste 
come curve v si ha a3,, = 0. 
Invece, data l’equazione 


[3:5 Que Sees Outer he beeen CE) eo 


non é possibile scegliere le linee v in modo che nell’equazione trasformata 
venga a mancare il termine X,,,. 
Possiamo intanto raccogliere le osservazioni fatte nel seguente enunciato: 
Data uw equaxione differenziale lineare omogenea d’ordine n==3 la cui 
equaxione caratlerislica sia a radici coincidenti e che rappresenti quindi wn sistema 


sts Spx Sp 


di quasi—asintotiche y 
eee ae 


) con Sp , 1p=0 , Sp—r +%—-1 = N— I, 


Pequazione stessa definisce sistemi di curve associati, d’ordine n —1, al prece- 
dente caratterizzati da un indice j, con 1 =j =—r,—,—1. II sistema a in- 
dice j si compone (del sistema delle quasi-asiniotiche contato s,—, volte, che 
scarteremo dal sistema associato e) di un (n —j —1—S,_,)—tessuto le cui” 
curve per wn punto generico potranno in tutto 0 in parte coincidere. 

Il sistema oo? delle quasi—asintotiche y e un sistema oo? associato d’ordine 
n—1e d'indice j (scelto nel relativo tessuto) sono tali che presi rispettivamente 


come sistema u(dv=0) e come sistema v (du = 0) riducono l’equazione alla 
forma 


(5.8) Lae .0G, M—1,0;++*+;n—jf,fj—I; 


Dereess Meme) hag a Ok hee Ke ee el ends 


in cut vi é un solo termine d’ordine n e manca la derivata (n—j—1, j) 
fra quelle dordine n—1; 1 puntini dopo ultima derivata scritta indicano 
termim dordine =n—2. . 

L’unico caso in cui non esistono sistemi associati (d’ordine n—1) si ha, 
come risulta da quanto precede, qnando r,_, = 1 (quindi s,)_; = n — 2) cioé 


: oo N—2 Nn ; E 
per una equazione che, scelte le x A ;) come linee u, sia della forma 
fS.0)° [eC SMSO FH se ee © 


ove 1 puntini indicano termini d’ordine =n— 2; 0 pitt in particolare 


(5.10) [25 Ol 3 Bey Os) Son 


6. — INVARIANZA E SIGNIFICATO GEOMETRICO 
DEI SISTEMI ASSOCIATI D’ORDINE 11—TI. 


Riserviamoci di procedere (al n. 7) nella discussione del caso in cui 
manchino tutti i sistemi associati d’ordine »—1. 

Il fatto essenziale che vogliamo porre in evidenza (e che non ha 
riscontro nel caso delle equazioni paraboliche del 2° ordine) € che 7 sistemi 
associati hanno carattere protettivo, cioé sono invarianti per le trasformaxioni 
definite in principto. 

Cid potrebbe vedersi analiticamente (osservando come operano le tra- 
sformazioni indicate’ sulle equazioni di definizione dei sistemi associati 
d’ordine »— 1); ma preferisco darne una prova geometrica. L’invarianza 
sara dimostrata se sara possibile esprimere ]’equazione per mezzo di elementi 
proiettivi legati ai due sistemi di curve w (quasi-asintotiche) e v (uno dei 
sistemi associati). 

Rappresentiamo in un diagramma cartesiano ortogonale (u,v) (ad unita 
uguali) la derivata x,,, col punto (p,q); e cosi facciamo per tutt’i termini 
della equazione data in cui la sola w sia variabile sulle quasi—asintotiche 
(o di una sua generica trasformata per Je trasformazioni (5.2)). Questo 
diagramma dell’equazione (per le considerazioni gia fatte al n. 3, salva la 
diversa scelta degli assi) @ racchiudibile in un’area limitata dai semiassi 
positivi e da tratti alternativamente paralleli all’asse x e alla bisettrice esterna 
dell’angolo degli assi: uno di questi ultimi tratti arriva all’asse w (se si 
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percorre la spezzata che limita il diagramma dall’alto verso il basso) ed ¢ 
seguito a destra da un tratto (di una unita) sull’asse stesso. 

Se la variabile v ¢ la sola che vari sulle linee del sistema associato 
d’ indice j manca nell’equazione il termine (# — 1 —j7, j) cioe nel diagramma 
il punto che ha queste coordinate, appartenente all’ultimo tratto obliquo e 
diverso dai suoi estremi. 

Il diagramma non puo pit pensarsi generato (come al n. 3) per tra- 
slazioni parallele ad u di triangoli aventi due lati sui semiassi; ma potra 
invece pensarsi ricoperto dai segmenti verticali (paralleli a v, ad ascissa 
intera) contenenti i suoi punt. 

Se si parte da uno di questi segmenti, e se si procede da sinistra a 
destra, si troveranno o segmenti della stessa lunghezza o di lunghezza minore 
(precisamente si avranno segmenti della stessa lunghezza nel tratto da un 
vertice rientrante ad uno saliente, e di lunghezza decrescente da uno saliente 
ad uno rientrante). 


Nel diagramma dell’equazione che definisce le (> Speen a 4 
Rea Aare ee ees 
privato del termine (1 —1-—j, /) si potranno inserire segmenti (con un 
estremo sull’asse u) di ogni lunghezza intera =r, e precisamente s, + I 
segmenti di lunghezza r,; poi s; + 2 di lunghezza r,; — 1 (in parte sovrap- 
posti ai precedenti) e cosi via fino a s,-+ 1 segmenti di lunghezza r, e 
poi s, + 2 segmenti di lunghezza r, — 1 ecc.; finché si arriva ad sy_, + 1 
segmenti di lunghezza r,_; € pol s,_, -+ 2 segmenti di se ae, —I, 
e in generale s,_, + 1-7’ segmenti di lunghezza PE ren 9, Sy erm = 
mentre si hanno soltanto s,_, +7 segmenti di Junghezza r,_,—j. 
Ritornando al significato dei punti aa diagramma, considerare gli s, +1 
-segmenti di lunghezza r, vuol dire considerare lo spazio congiungente gli 
S,, osculatori alle linee v nei punti di un E,, di linea uw (che é anche lo 
spazio congiungente gli S., osculatori alle linee ~ nei punti di un E,, di 
linea v); e analogamente per gli altri insiemi di segmenti di ugual lunghezza. 
Disponiamo allora in una riga gli ordini degli elementi di curva u 
(spiccati da un medesimo centro) che figurano nel diagramma precedente 
e in corrispondenza sopra una seconda linea gli ordini degli spazi osculatori 
alle linee v uscenti dai punti dell’elemento il cui ordine @ indicato nella 
linea precedente; si avra 


Se Sp I++ + Sy OPS part nae Speeenie lensord ae Sp—r tj—l Spr tj Hie-+sy 
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nella cui seconda linea figurano fufli i numeri da r, a o. 
Si puo evidentemente togliere da questo schema la coppia s,_, + j—1, 
1y—1—j perche essa significa lo spazio congiungente gli ae osculatori 


alle v nei puntidi un EF, | 4;—, di curva w: questo spazio € gid contenuto 


nell’analogo individuato dalla colonna precedente (in cui si considerano 
gli heres osculatori alle v nei punti dello stesso De. pa 
Sicché uno schema atto a mettere in evidenza le proprieta geometriche 
Sp eee Sp r 
alga liners 


Tres*1p 


del doppio sistema costituito dalle quasi—asintotiche r( 


e da un sistema associato d’ordine »—r e d’indice j, linee v, ¢ il seguente 


ai(*: SET pd) SAC Va ty nr) See ae ee eR ay | 
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ove nella seconda linea si trovano tutti i numeri da 7; a zero, escluso 
Yp—1—] € il significato geometrico é jl seguente: preso per ciascun s della 
prima riga un Es di linea ue gli S; (ove r & P indice corrispondente ad s) 
osculatori alle linee v per i suoi punti [oppure: un Ey di ve gli Ss osculatori 
alle w per i punti di E,] tutti questi spazi, quando s (quindi r) assuma tutti i 
valori sopra indicati, appartengono ad uno spaxio di dimensione : 


r: (rr + 3) 
2 


p-—1 
Ls, ry Yr ie sie, [+1 + t4s)—Gtr)] n4:- 


Da questo significato geometrico risulta in particolare |’ invarianza 
provettiva dei sistemi associati. Sono ancora nuovi caratteri proiettivi dei 
Sistemi associati, quindi dell’equazione, gli ordini di molteplicita delle curve 
costituenti un determinato sistema associato. 

Risulta facilmente da quanto precede che: 

Se un sistema di curve facente parte del sistema associato d’ indice Wa: 
multiplo in questo d’ordine n —j —1—s,)_;—e(e>>0) esso fa parte anche 
det sistemi associati d’indice j —1n(n>>0) ed in esso é multiplo d’ordine 
N—J—I—Sp_1—E— 0. 

Per verificarlo basta assumere il sistema in parola come quello delle 
linee v. 


7. — SISTEMI ASSOCIATI D’ORDINE <n—I1. 


Si ¢ visto che nel caso delle equazioni d’ordine m di tipo (5.9) 0 pit 
in particolare (5.10) mancano sistemi associati d’ordine » —1. Cerchiamo 
se sia possibile, ricorrendo ora naturalmente ai termini d’ordine »—2, 
definire altri sistemi invarianti che permettano di semplificare ulteriormente 
Yequazione. Gia la rappresentazione grafica dell’equazione lascia prevedere 
la possibilita di questa riduzione; comunque vediamola analiticamente co- 
‘minciando dal tipo piu particolare (5.10) che ora scriviamo: 


(GB9) Mppaete Ugo she = oe An —'2,0 Xn—2,0 F 
i —-2 ‘ 
i Die rg ee a al es oF 
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Osserviamo che le trasformazioni (5.2) influiscono sul ‘tefmine X7— 2’ 
dell’equazione trasformata anche con derivate di, p5 AMVECe Ky 5 © eae 
non danno contributo agli altri termini d’ordine » —2 della trasformata. 


Il gruppo di termini 
u—2 
n—2 
(7.2) D4, | p J pas psp Samm typ 


da luogo oltre che ad un termine in X,—.,0, che non prendiamo in con- 
siderazione, ai seguenti altri termini d’ordine 1 — 2: 


n—2 Haid On n—2—p ip p 2 Ou mc j 
D AS(P ae SE lS) 

naa 80 \Vi"W (n — 2\(P On\ ee eae 
=° 2 ¥—s-1.i 3] >>| p )(j Jeera) (=) 


age: ae Sires 4 ony 
sicché il coefficiente di X,_.—;,;, a parte il fattore (=) ~e 
Cc 


"NR (n—2\(p)\_ on \"—2—£ [ ou \P—i 
oo STM 


Se si pone questo =o si ottiene in generale un’equazione atta a 


_definire come linee 0(d# = 0) quelle sulle quali, per j=1, ¢ 


(7:5) 3 eRe) @lser (— 1) dub—i Uta? = 0. 


pein 2 
Analogamente nel caso dell’equazioni di tipo (5.9), che scriviamo 
(7.6) Xn,0 7 An—x,0 Xn —1 »0 oP (n on 1) Aan—2,x Xn—2,1 a5 
n—2 d 
n—2 
i Jay nsny,p Smaps t+ =O. 
paoN a? | 


Osserviamo .che 1 termini xu, o., Se —a lo 5 Se -34 4 Del -emettondelle tra. 
sformazioni considerate (5.2), portano contributo sia ai termini con derivate 
pure rispetto ad w, sia a quelli nei quali entra una sola derivazione rispetto 
av, ma non agli altri. Sicché il gruppo di termini 


n—2 Peel 
3) >| ees 
p=2\ P 


da luogo al gruppo di termini analoghi (cioe esclusi anche qui quelli in 


vs ae nv nw 
Xn,o > Xn—1,0 > Xn—2,1 > Melee) 


oa 35 jr? ees p a pj dq \"—2—2 
: % ares es ( Ve au Ou 
2 eh Cee Pp p j PoP\ dy ou 


Ph es 


— 299 — 


€ quindi si puo in generale definire un sistema di curve v (da = 0) per il 
quale si annulli il coefficiente di ¥,_,_;,; con Pequazione (per j = 2) 


(7.8) » 6 “ *| iene (— 1) due—i dur—2-*? = 0. 
ie) ‘ 


Tl sistema di curve definito per la (7.1) dalla (7.5) per TL=j=n—3 
e per la (7.6) dalla (7.8) per 2=j=n—3° si dird il sistema associato 
dordine n— 2 e dindice j. 

Nel primo caso affinché esista almeno un sistema associato (a quello 
delle y) occorre e basta che in una trasformata generica dell’equazione (7.5) 
siano presenti almeno i termini in x,_,,; € x,—,,> (quindi intanto n = 4) 
e allora si potranno sempre scegliere le curve 7 in modo che manchi il 
termine in X,—,,,. Nel secondo caso occorre invece che nella (7.6) 0 in 
una sua trasformata siano presenti almeno i termini in x,_,,. e fis ee 
(quindi » = 5) e allora si potra far sparire il termine in X,_,,>. 

Sicché gli unici casi nei quali mediante sistemi associati d’ordine n — 2 
non sia possibile ridurre l’equazione sono i seguenti: 


fi, OS hs Os 2 OA 3 S(m— 3)| =0 
[SO SIO $25 173 — BOS AERTS S. (n — 3)] =0 
0 casi pill particolari (cioé in cui manchino alcune delle derivate qui indi- 


cate; gia il primo caso é particolare rispetto al secondo). 
Se ci riferiamo alla notazione delle y troviamo nei due casi 


AGE pg aie P idl eed ee 
ere 16 O heme 2 I ©! 
Si potra in questi casi spingere la ricerca ai termini d’ordine n — 3; 
poiche mi sembra chiaro come debba procedersi enuncero il risultato: 


) Sia data unequazione differenziale d’ordine n a caratteristiche coincident, 
che definisca cioé un sistema di quasi—asintotiche 


S SAGO. oO? RY, 
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Se i numeri ri Sono 1 seguents 
lp = 0 5 Tey = 15 eee she = p—2 ; fy = p— TI 
non si possono definire sistemi associati alle quasi—asintotiche che (scelte come 
linee u) semplifichino ulteriormente Pequaxtone data. 


Cid é invece possibile in ogni altro caso. 
Precisamente, se 


Lee Mien Ms So tae ig tye == Sy tyBgeca ue hy en st Oe 
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esistono sistemi associati d’ordine Sp—¢—1 + 1p—e—1- Questi si distribuiscono 
in pid sistemi in relazione ai valori di wn indice intero variabile fra ¢+ 1 e 
fp-e1— 13, sieche: 

esiste un sistema associato d’indice ¢ + 1 costituente un (fp —e —1 —&— 1)—tes- 
suto (le cui curve potranno coincidere in uno o pit gruppi; gh ordini di mol- 
teplicitd delle curve del tessuto sono pure invarianti proietlivi dell’equazione) ; 
preso un sistema semplice cot di curve nel tessuto cone linee v (e le y come 
linee u) manca nell’equazione il termine con la derivata (Sy—e—1 + Tp—e—1 — 
—e—1,¢e-+41): esiste un sistema associato d’indice ¢ + 2, formante un 
(1p 1 —& — 2)-tessuto, atto ad eliminare la derivata (Ss—e—1 + Tp—e—1 — 
“—e—2,¢+4+2); e cost via fino ad avere un sistema associato d’indice 
Tp—e—1—1 le cui curve formano un sistema semplice (1—tessuto), atto ad eli- 
minare la derivata (Sp—e—i1 +1 5. Tpe—1 — 1). 

Tutti i sistemt associati d’ordine s,~~—1 + ae sono proiettivamente 
invarianti: il numero delle curve distinte passanti per un punto generico della 
superficie cost definite (quasi—asintotiche e sistemi associati) é 


I 
a (tes 8 1) (oe —s) ex! 


e in ogni caso le molteplicitd delle curve nei vari sistemi associatt sono inva- 
rianti proiettivi numerici dell equazione. 
Quando una curva @un sistema d’ indice j ¢ multipla secondo k essa 
appartiene al sistema d’indice j + 1 con molteplicitd k— 1 e cost di seguito. 
Se il numero delle curve distinte invarianti per un punto é =4 si 
hanno invarianti proiettivi forniti da sole operazioni algebriche sui coefh- 
cienti dell’equazione. 
Ricorrendo al diagramma cartesiano ortogonale dell’equazione si puo 
enunciare il significato proiettivo dell’equazione ridotta assumendo come 
_linee parametriche le quasi—asintotiche (dv = 0) e quelle di un sistema 
associato (du = 0) e dare uno schema a due serie di indici per essa con- 
tando 1 segmenti di varia lunghezza paralleli all’asse v con i quali si puod 
ricoprire il diagramma. | 
Petres.,..1 calluzione= 


[94.048 ) 0757 50.5260 5G, 0% 19 4 52s Sood Pe hs eae meinen 


; : : a ute : O 
che da luogo ad un sistema di quasi asintotiche v( 4 
Kap es 


solo sistema associato del’ 4° ordine; qui 7, = 0,7, = 1 $7,== 2 5%, = 4, 
€=2,€+ 1 =? _.~—:— 1 = 3 quindi il sistema associato ¢ d’indice 3 
(e semplice) e scelto come quello delle linee v fa perdere all’equazione il 
termine. in X;,;.. 


Il significato geometrico dell’equazione ridotta & il seguente:.lo S, 
osculatore in un punto alla linea v, gli S, osculatori alle v uscenti dai 


is possiede un 
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punti di un E, della uw (per punto fissato), le tangenti alle a nei punti di 
un E¢ della w e finalmente lo S, osculatore alla w stanno in un spazio di 
dimensione 22. Per esprimere questo fatto si puo usare il simbolo 


Rae | 
edn a 


che ha gli stessi indici di quello delle y, ma con Significato diverso. 


8. — ALTRI SISTEMI ASSOCIATI. 


Quanto € stato trovato fin qui sui sistemi associati si riferisce al primo’ 
salto (di pit’ di un’unita) nella successione di indici Trpy>Tp—z1°-+-. Non é 
naturalmente escluso che possa presentarsi nella stessa successione un altro 
salto (o pil). Se si ha un salto passando da r, (OmeaD) 2 totes rated 
si potranno definire sistemi associati d’ordine s,_, + Y,—13 © questi potranno 
distinguersi mediante un indice j variabile dar, ta r,—-1— 1. Il sistema 
associato d’ordine s,_, + fea, -e indice: 7.e ain (r,—1 —j)-tessuto (in 
generale, cioé del quale in particolare alcune curve per un punto generico 
potranno coincidere); scelto il sistema di linee v entro quello d’indice j 
(e le y come uw) si fa sparire dall’equazione il termine con Ja derivata 
Creag tp tah af): 

Nel diagramma dell’equazione cid equivale a togliere uno dei punti, 
che non siano i suoi estremi, di un segmento obliquo della spezzata limi- 
tante il diagramma. 

Per es. data l’equazione [6,03 5,03 4,13 3,2; S(4)] =0 che 

2 
3 


; F Ses OA3 DOS 
definisce un sistema di quasi-asintotiche y ni si hanno due salti nella 


successione delle r. In corrispondenza si ha: un sistema associato del 5° 
ordine e d’indice 1, che € un 1-tessuto, atto ad eliminare la derivata x,,,; 
un sistema associato del 4° ordine, d’indice 3, pure 1-tessuto, atto ad eli- 
minare x,,;. Questi due sistemi associati possono anche coincidere. Le 
proprieta geometriche relative ai tre casi sono espresse negli schemi 
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Ancora: l’equazione 
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definisce un sistema di r(° , 
(dindici 1 e 2) atti a far sparire dall’equazione la derivata xs,, 0 rispet- 
tivamente x,,,; e tre sistemi associati d’ordine 7 (d’indici 4, 5, 6) atti 
rispettivamente a fat sparire una delle derivate x, j,%2,;5 X1,6- 


I ; Dae 
e inoltre due sistemi associati d’ordine 9 
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Matematica. — Ricerche sulle curve guasi—asintotiche. 
Nota II di M. Vita, presentata“? dal Corrisp. E. Bompianti. 


6. Determiniamo le condizioni necessarie e sufficienti perche V; possegga 
cob E, di y,—2,.. (problema A) 


2k—1=ds=3k—2 (s>2). 


L’S (s — 2) osculatore in un punto x(7,,-++,7) a Ve & lo spazio 
di x e di tutti i punti derivati d’ordine =s — 2. 
L’S, osculatore ad una curva di V; in x é individuato dai punti 


x, dea Sxdy: ,. @x =x, sg de, dt, + Dai dea, 1+, ex 
Car ati. dt;,- oa oe hote -- RRS 2 oh th ene at, dt, oe “ATi. == 
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gliirindici®? , 4, 4)zy) +* > 4,48: aSSUMOno in tutti i modi possibili i valori 
ste Ae OO of . 

Affinche I’S (s — 2) osculatore e lS; precedenti abbiano uno spazio 
intersezione di dimensione >>s— 2 (oppure |’S; sia indeterminato) deve 
essere 


S(s — 2) 


(2) pe ip else a dt, ae; eee di. =O > 


ea py 


D5 ins i, oe dt;, Oe ach Ai SKE igeseig d? ee de; Cory <3) dt: 


Sh 


dove S(s—2) sta ad indicare le orizzontali costruite con le coordinate dei 
punti che lo determinano. 

Perché le (2) siano compatibili considerate come equazioni lineari nei 
differenziali d* 7;,, deve essere 


SG) 
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(1) Nella seduta del 5 novembre 1938. 


Reesor 
Affinche Vi possegga co® E, di y,—.,, esattamente. (cioé cob —2* +" esatta- 
mente, fissandone ad arbitrio un punto e la direxione in esso) (2k—1= 
=S5=3hk — 2) é necessario e sufficiente che siano nulle, identicamente rispetto 
ai dv; , le matrici che si ottengono dalla (3) sopprimendo 8 —2k+ 1 delle 
ultime k + 1 orizzontali (e che non siano tutte nulle, identicamente rispetto ai 
dt;, le matrici che si oltengono dalla 


S(— 2) 
SET hee eae dt, ig aT, 
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sopprimendo 8 —2k-+1 delle ultime k orizzontalt). 

Da queste condizioni segue, in particolare, che, per 3 =2k—1, la 
matrice (4) ¢ = 0, e, per 3>>2k—1, sono tutte nulle, identicamente 
rispetto ai dt, le matrici che s’ottengono dalla (4) sopprimendo §— 2k 
delle ultime & orizzontali mentre non sono tutte nulle, identicamente rispetto 
ai dt, quelle che si ottengono sopprimendo 6 —2k +1 delle ultime k 
orizzontali. 


7. Supponiamo s = 3, cioe consideriamo le y,,;. 

Alla matrice (4), in cui si sia posto s = 3, si perviene anche in 
un’altra questione. 

Com’é noto®, Ja varieta W luogo degli S; tangenti ad una V; ha, in 
generale, dimensione 2k, ma pud anche avere dimensione inferiore. 

Se Vi é descritta dal punto x(t;,---,7:), si trova, come si vedra 
nel n. 8, che: 

Condizione necessaria e sufficiente perche W abbia dimensione 2k — 1 
(0 <1=hk) & che siano tutte nulle, identicamente rispetto alle variabili v:, 
le matrici che s’ottengono dalla 
S) 
ae Vi 
DK eNG 


2, Xti Vi 


sopprimendo !—1 dalle ultime & orizzontali (mentre non sono tutte nulle, 
identicamente rispetto alle vi, quelle che si ottengono sopprimendo / delle 
ultime k orizzontali). 


(1) Bomprant, N, p. 98. 


Sie aac | 
Si ritrovano dunque le condizioni espresse alla fine del n. 6 (per 
Sa 3, b= S—2k-+ 1). 
Segue : 
Se una Vi (k >1) possiede co® E, di y,,,(2k —1 =d8=3k — 2), la 
varield W formata dagli S; tangenti ad essa ha esattamente dimensione 


Queene 


Su questo risultato s’impernia un metodo per la ricerca delle V; che 
posseggono co E, di y,;,; (8 >>24—r) (problema -A), che ho gia esposto 
nella mia. Memoria lincea.in corso di stampa, citata nella Nota I. Esso, sostan- 
zialmente, consiste nello spezzare la ricerca in due tempi: 1° Ricercare tutte 
le Vz per cui la W relativa ha dimensione 2k —($ —2k+1) (problema B); 
2° Ricercare fra le V; trovate quelle che posseggono o0® E, di y,;;. 
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E linteresse di cio risiede principalmente: nel fatto che € nota la via 


L, 


2k 


che si deve seguire per trovare le V; per cui la W ha dimensione 2k 
almeno in casi concreti. 


8. In vece della varieta W, luogo degli S; tangenti a V;, consideriamo, 
piu in generale, la varieta W (m) luogo degli S(m) osculatori a’ V; (ma- 
nifestamente W (1) = W). 

La varieta W (m) ha, come vedremo, in generale, dimensione 


ged (m 2 ss) i (m + k) ee 


I, 


ma puo anche avere dimensione inferiore. 

fl problema di trovare le Vi per cui la W (m) relativa ha dimensione 
d—I(l>>0) (problema B) per m>>1 non @ stato ancora studiato se si 
esclude un caso, per m = 2, esaminato dal Bompiani e di cui ci occupe- 
remo piu tardi (n. 9). 

Orbene: la risoluzione di questo problema, che ha manifestamente 
interesse anche di per st, e di cui s’& vista l’importanza Per i= mel 
n. 7, puo essere utile per il problema A, anche per m>>1, come ora 
vedremo. , 

L’S (m) osculatore nel punto x alla V; da esso descritta & individuato 
dai punti 

Staten UN CINE g ccatians, 8. Oe Ge sta 3° 23 dan Igy 2, weeny 
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La varieta W (m), luogo degli S(m) osculatori, & descritta dal punto 


k k 
y. ae x + Did x: s Digi Misi, Nin ty se ee 


(Ui,i, = Yi,i, € analogamente) al variare dei parametri 


Reinga Peach Vite miner ty Warton acueg. Uh. 


Per avere la dimensione della variet’ W(m) descritta dal punto y 
basta cercare la dimensione dello spazio ad essa tangente in y. 
Esso ¢€ individuato dai punti 


k 
x #89 Xi Xx ay) A Vi Xi g : o- 
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cioé dall’S (m) osculatore in x a Vz e dai k punti 
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Si conclude: 
In generale W (m) ha dimensione 


(m + 1) * (m + k) ny ears 


Infatti ’S (m) osculatore a una V; ha in generale dimensione 


(m + 1)-+-(m +k) 
k! . 


Questa dimensione si abbassa ovviamente quando lS (m) osculatore a Vi 
non é regolare. Piu precisamente : 
Se ?’S (m) osculatore a Vi, in un punto generico, ha. -dimensione 


; (« De (m + 1) ea (m + k) 7 


W (m) ha, in generale, dimensione 


D'='9 +k: 
Si ha poi: 
Se PS(m) osculatore a Vi, in un punto generico, ha dimensione e, 
perche W(m) abbia dimensione <D deve essere la matrice 


(1) Se si vuole che W (#—r1) abbia dimensione ordinaria occorre supporre neces- 
m(m—1)++:(m+k—1 
k!} 
dimensione ordiaria (e non vale necessariamente il viceversa). 


sariamente p > ) +hk—1. Se S(m) e regolare, W (m — 1) ha 


Ati 306 es, 
S(m) 
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identicamente rispetto ai v; 
Piu. precisamente : 
Se PS (m) osculatore generico a Vy ha dimensione e, condixione necessaria 
e sufficiente percht W (m) abbia dimensione 


Bi al tae 


D—I (o<l=k) 


é che siano tutte nulle, identicamente rispetto ai v;,;,...i, , le matrici che si 
ottengono dalla (5) sopprimendo 1—x delle ultime k orixzontali (mmentre non 
sono tutte nulle, identicamente rispetto ai v;,;,...i,, quelle che si ottengono soppri- 
mendo | delle ultime k orizzontali). 

Si osservi che, posto m =s— 2, le matrici (4), (5) — considerando 
tispettivamente i dt;-o le v;,...;, come variabili e le ji hb R pe Lage AR) 
come coefficienti — coincidano solo se s = 3 (s’intende, ponendo inoltre 
v;, =dzti), mentre non coincidono per s>3. 

E perd evidente, per s >> 3, che la (4) si ottiene dalla (5) vincolando 
fra loro le variabili v,,...;,_, ponendo 


_ Segue: 

Per s= 3, posto /=3—2k+ 1, come s’é gia visto nel n. 7, le 
condizioni per l’abbassarsi della dimensione di W (= W(1)) di S—2k +1 
unita coincidono con quelle della fine del n. 6, da cid segue che affinché 
una Vz possegga co® E, di y,,; é¢ mecessario che W abbia dimensione 
2k—(8—2k+ 1), e di qui il metodo esposto nel n. 7. 

Posto m=s—2,]—=8—2k+1, per s>>3, si pud dire che se 
sono verificate le condixioni per Vabbassarsi della dimensione D di W (s— 2) 
di 8—2k+ 1 unitd sono verificate anche quelle, per gli E, di y,—.,.,, della 
fine del n. 6, relative alla (4). 

Rimane tuttavia da vedere fino a che punto questa proposizione si possa 
Invertire. 


9. Applichiamo le conclusioni precedenti in un caso particolare notevole 
suggerito da un risultato gia annunciato del Bompiani. 
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La W (2) di una V; ha, in generale, dimensione gle (no): 
Pit precisamente, se V; soddisfa a v equazioni di Laplace (v= 0), W (2) 
set 5) v (n. 8). 


fl Bompiani ha trovato “) che se W (2) ha dimensione D — 1 e se Vi 
rappresenta il minimo numero possibile di equazioni del terzo ordine ©), 


k(k + 
2 


ha, in generale, dimensione D = 


queste equazioni debbono essere in numero di ) linearmente indi- 


pendenti e necessariamente a caratteristica G). 


Supponiamo appunto che V;, soddisfi esattamente a 


k(k + 1) bit 
> equazioni 
del 3° ordine (lin. ind.) e inoltre supponiamo che alcune di queste equazioni 
possano considerarsi ottenute per derivazione da v equazioni del 2° ordine’ 
(lin. ind.) (v>>0) componenti un sistema parabolico “). In questa ipotesi 
il Bompiani ha portato a termine la ricerca delle Vz per cui la W (2) ha 
dimensione D —r (problema B), pervenendo al seguente risultato, che ¢ 
quello a cui si alludeva: Vi si compone di cot—” coni di prima specie aventi 
i loro vertici sopra un Sy_y(2<vz=h)&). 

Osserviamo subito che questa Vz giace sopra un cono C proiettante dallo 
S.—y una V;,—, non soddisfacente ad equazioni del 3° ordine (al cui spaxtio 
ambiente é sghembo con I’S,—y), ed é formata da cok—* rette situate negli 
Sp—v41 di C (ompanenti cot—% coni di 1% specie). 


(1) Bompiant, N, p. 128. Se la W di Vz ha dimensione 2 # — 1 , W (2) ha senz’altro 
dimensione D—1 e Vz soddisfa alle equazioni del 3° ordine che si ottengono per deri- 
vazione da quelle del 2°. Quindi quelle del 3° ordine saranno in numero minimo quando 
saranno in numero minimo quelle del 2°, cioé in numero di k, componenti necessaria- 
mente un sistema parabolico (BompIAnl, N, pp. 98, 99). Le equazioni del 3° ordine saranno 


k(k-+ 1) 
2 


quindi ancora  comporranno un sistema a caratteristica. 


(2) Se Vz rappresenta qualche equazione del 2° ordine vanno prese in considerazione 
le equazioni del 3° ordine (fra loro indipendenti) che se ne ottengono per derivazione. 

(3) Bompranl, N, p. 113. 

(4) Bompranl, N, p. 90. 

(5) Bomprant, N, p. 126. 

Per y= 1,v =2 intervengono anche altre Vi fra le quali sarebbe interessante ricer- 
care quelle che posseggono 00?! E, di y2,4. 


a equazioni di 3° ordine 


Sempre restando nell’ipotesi che Vz soddish a 
(lin. indip.) esattamente, avrebbe pure interesse trovare le Vi per cui la W (2) ha dimen- 
sione D —1 quando alcune delle equazioni del 3° ordine possono ottenersi per derivazione 
da y equazioni del 2° ordine (v > 0) componenti un sistema a caratteristica mon parabo- 
lico (cid che si potrebbe fare partendo dal risultato di Bompiani a p. I1t di N) oppure 
quando Vz non soddisfa ad equazioni di Laplace. Fra le Ve trovate si potrebbero poi ricer- 
care quelle che posseggono 002! E, di y2,4- 
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Infatti V, pud rappresentarsi con equazioni parametriche del tipo 


k 
(6) “= T, (Ae + DAs} + BG. REE Gat rea i) 
v I 

dove i k—v-+ 1 punti A,, Ayi;,°+*, Ay individuano 1S,_,. 

Se S, & lo spazio ambiente di V;, proiettiamo dall’S,_, la varieta B 
(a k—1 dimensioni) sopra un S,_;4y—1 sghembo con S;,—,: otteniamo 
una varieta B’ pure a k—r dimensioni perche Vi non soddisfa a piu di 
k(k + 1) 

2 Fi 
B’ non soddisfa ad equazioni del 3° ordine. V; appartiene poi manifestamente 
al cono C proiettante dall’S,_, la B’, ed & formata, come mostra la (6), 
da .co'—* rette situate negli S;,_,4, di CG. (componenti co’=* cont di 
I* specie). 

Orbene, vediamo se questa Vi pud possedere c0?* E, di y.,,, cioé cot E, 
di'\s,4 per ogni Ey (caso: s = 4,0 = 2 del problema A). 

Sia 

Condizione necessaria e sufficiente perché Vz possegga co?* E, di y,,, é 


equazioni del 3° ordine (lin. indip.) “). E per questo stesso motivo 


. 5 é ak—1 
che C sia il cono dell’S, +2) | proiettante da S,_y la Vi_, rappre- 
ey ny 
6 
sentante le forme cubiche Vi_, di S,_;. 
Infatti Vi, verificando le condizioni per l’abbassarsi della dimensione D 
di W (2) di um’unita, verifica anche le condizioni della fine del n. 6, relative 
alla (4), per s = 4 e 8 = 2k(n.8). Quindi, fra le Vz in discorso, quelle 
(supposte esistenti) che posseggono oo?*E, di y.,, dovranno verificare le 
ulteriori condizioni del n. 6 per s = 4 e 8 = 2k, cioé annullare la matrice 
15) | 
Di Ne Cte, 
DS) x; iy tn dt, adt;, 
(7) 


identicamente rispetto ai dti; s’e supposto (com’é lecito, scambiando even- 
tualmente gli indici ai +) che i punti che individuano I’S (2) e i punti 
2 Nis A hs sad ae Da ee at;, siano. linearmente indipendenti. 
(1) Si ha infatti: 
Bee (BAG Avera aay 


Se, ad es., B’ non contenesse il tz si avrebbe B= (Ao, Avi1,+--, Az) e quindi 
Xo == rl, Xrv-L 15-4 Xk), CCC. 


meta aT he "ie y . ‘ A 


pall 309 abe 


Per la (6), la (7) diviene: 

eA. 
iy, 4.0 
Ax 
Sp (2) 

®) Bs ity hse dt; arog 

x B; iy fy dt; dt;. 
x B, ty ty ate Le; 
2 Bs, 4, OT, Ati, at; at, 


identicamente rispetto ai dz:, dove Sz (2) sta ad indicare le orizzontali 
costruite con le coordinate dei punti che individuano .l’S (2) osculatore 
2B 


Vo 


alla varieta B (a solito s’¢ posto B, = €. analog Ei ti), 10% 94 504 aSSU 


mono in tutti i modi possibili i valori 1,2,-+-, i). 


Fra il punto B (che descrive la varieta B) e la sua proiezione B’ dall’S, —,, 
si ha 


(9) Bien Bhan Ay ea ee AD), 


indicando con (B’, --- , Az) una combinazione lineare omogenea, a coefh- 


cienti funzioni di.t.,---,7%, det punti B’,.---, Az. 
Per la (9), la (8) puo scriversi 
A 
Ay41 
5 ; f 
At | 
Sp (2) | = (0) 3 
PD, 0: OT, 
Di De pees OU OT, 
yay B;, in is is dn;: at, dt, dvi, | 


e quindi, essendo lo spazio ambiente di B’ sghembo con I’S,_y dei punti 
AGy Ay ars ery setae 


Sp (2) 
YBe emt oe, 
. ‘ =O; 
21 Bi uy Gea te 
Dag Cae i, ATi, dt, dj, aT, 


Ma condizione necessaria e sufficiente per l’annullarsi di questa matrice 
& che B’ possegga per ogni E, un E, di y,,,, cioe complessivamente 
sot =1E, di ys,4(n. 6). 

Siccome B’ non soddisfa ad equazioni del 3° ordine, per il teorema di 

. \ eal ae 2b — Tis. 
Bompiani esposto nel n. 5, B’ ¢ quindi la Vi_. di Sia trate) _, Tappre- 
6 

sentante le forme cubiche V}_. di S,;_,. E cio dimostra l’asserto. 

Si ha dunque: 


Una Vi dell Svat ea) Aas situata sul cono proiettante da un S;—y 
thi 
6 


la Vizy che rappresenta le forme cubiche Vi_. diS,—,, formata da cok" 
rette poste negli S,_y41 del cono (e componenti ook—¥ com di 1% specie), 
possiede-co®*# Ey dt-y.,4 : 

Non mi trattengo ulteriormente su questa V; perche essa rientra, come 
caso molto particolare, nella classe delle V; situate sui coni proiettanti le 
varieta che rappresentano le forme d’ordine m di uno spazio lineare, di cui, 
come gia dissi nel n. I, mi occuperO in un prossimo lavoro. 

OssERVAZIONE.. — Voglio qui osservare esplicitamente che una ricerca 
della natura di quella ora fatta per trovare fra le V; di Bompiani quelle 
che posseggono oo? E, di y.,,, non offre mai gravi difficolta perché si 
conosce l’espressione della x (la (6) nel caso precedente). Cio conferisce 
particolare importanza alla ricerca delle V: che soddisfano alle condizioni 
della fine del n. 6, relative alla (4), sulla quale abbiamo appunto insistito 
nei I, 7, 8, perché una volta trovata una tale V; non é difficile il passo 
per giungere alla V; con oo® E, di/y;—.,, che si*cercava (problema A). 
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Matematica. — Swlle estremanti di un integrale in forma 
ordinaria, adipendente da funziont a derivate prime eguiunifor- 
memente lipschitziane\. Nota di T. Vrioua, presentata® dal 
Corrisp. M. Picone. 7 


1. In questa Nota, e in un’altra che faro seguire tra breve, esporro, nelle 
sue linee essenziali, un procedimento per la costruzione delle estremanti di 
un integrale in rorma ordinaria 


One Jb)= [ FG. ys yee, 


in un insieme A chiuso e compatto di funzioni y = f(x), a derivate f’ (x) 
equiuniformemente lipschitziane nell’ intervallo ab. Con cid intendo che A 
& contenuto nell’ insieme E, di tutte le funzioni f(x) che, per ogni coppia 
di punti x.,%x, appartenenti ad ab, soddisfano alla relazione fondamentale 


(2) IF @)—fi ™) [=eL 


essendo L un numero positivo fisso (cioé indipendente dalla funzione f(x) 
di E,). Chiuso e compatto (nello spazio di tutte le funzioni continue e 


X;—X2|, 


derivabili in ab) é, per es., linsieme parziale costituito da tutte le funzioni 
di Ey, tali che, in tutto ab, sia | f(x)|=M (essendo M un numero posi- 
tivo prefissato). 

Mostrero poi come il procedimento possa essere applicato alla costru- 
zione delle estremanti dell’ integrale 


(3) Ibl= f yea, 


a 


che esprime la lunghezza di un arco di curva y = f(x) in ab. Dard anche 
alcuni esempi e alcune soluzioni pratiche. 

Non mi diffondero sulle dimostrazioni, rimandando, per tutti i dettaghi, 
a un lavoro che ho in corso di stampa nei « Rendiconti del Circolo Mate- 
matico di Palermo ». Ringrazio vivamente il prof. M. Picone, per avermi 
suggerito questo interessante campo di ricerca. 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo. 
(2) Nella seduta del 5 novembre 1938. 


We Os, bse wie 


2. Suddividiamo’ ab in un numero finito d’ intervalli parziali. Appartiene 
ad E, ogni funzione continua y = @(x), soddisfacente all’una o allaltra 
delle due aquazioni: 


o? © 
(4) a os 


alternativamente in ciascuno di questi intervalli parziali. Una qualunque di 
tali funzioni ¢ individuata da due condizioni ai limiti, per es. dai valori 
9 (a), 9’ (a). L’insieme ® di tutte queste funzioni (x), in corrispondenza di 
tutte le possibili suddivisioni di ab, é denso in E,. Infatti siano f(x) una 
qualunque funzione di E,, ¢ un numero positivo comunque piccolo. Indi- 
chiamo poi con M un numero tale che ieee in tutto ab, con n 


ae e di [= (b — a). Dividiamo 


un intero positivo maggiore di 


ab in n parti uguali e indichiamo con cd una generica di questi parti. Se 
h,k sono due punti tali che c=h=k<=d, é lecito definire una funzione 


(x) di ® in cd, in modo che sia 


o2 

srl, per c=x=h, eper kK=x=d, 
20 

pe ee ite per bh=x=k 


Se s’impongono le quattro condizioni 
PM=f/O . FOHFfO . e@O=/O@ . ¢O™=s/@, 


i punti ) ,k risultano univocamente individuati. Definita’ con siffatta legge 
entro ciascuno degl’intervalli parziali come cd, (x) risulta definita in 
tutto ab. 

Ora un punto qualunque x in ab apparterra ad un certo intervallo par- 
ziale cd e si dimostra facilmente che é 


le@—eOl=lf@!@—9 ++ LU—cp <MU—9 + 


+ 5 ees 
Essendo inoltre 
f@-fOlEM@G j=, 
2) 


risulta infine 


le) —f@)|<e. 


Si dimostra anche facilmente che, assegnato ad arbitrio un numero 
-positivo y, ne esiste un altro ¢ tale che, se fy (x), f2 (x) sono due fun- 
zioni qualunque di E,, soddisfacenti alla disuguaglianza 


|i) —fr(*)|=e, 
in tutto ab, esse soddisfano anche all’altra: 
owe: ¥ hf «2 P 
LFA) — fA*) | = 0 
Se ¢== 7%, risulta dunque che 9 (x) appartiene all’ intorno d’ampiexza 
di f(x), anche quando si assuma la definizione di intorno del prim’ordine. 
Le stesse cose possono dirsi dell’insieme di tutte le funzioni con- 
tinue (x), che si definiscono suddividendo ab in un numero qualunque di 
parti e richiedendo che, in ciascuna di queste parti, sia soddisfatta una delle 
tre equazioni: 


o2 é o2 o2 
y Citi y 


Ox? x2 ? Ox? 


=== O15 


Del resto si osserva che Y contiene intieramente ®, essendo pid vasto di 
quest’ insieme. 


3. L’integrale (1) vari con continuita al variare, in A, della y(x) e 
della sua derivata: ammetta perciO sia massimo che minimo in A. 

Supponiamo A definito in E, imponendo, come condizioni ai limiti, 
che y(x), ed eventualmente anche y’(x), assumano determinati valori in 
determinati punti di ab. La costruzione del numero precedente si pud imma- 
ginare eseguita (anziché sull’intervallo ab), separatamente su ciascuno degli 
intervalli parziali in cui i detti punti suddividono ab. Si vede dunque che, 
presa in considerazione una qualunque funzione y(x) di A, & possibile 
costruire delle funzioni @(x) di ® che assumono (insieme con le loro deri- 
vate o’(x)) gli stessi valori di y(x) (e rispettivamente di y'(x)) nei detti 
punti. Cio vale anzi a dimostrare che l’insieme DA é denso in A. 

L’insieme numerico descritto dall’integrale, al variare di y in MA, é 
necessariamente denso nell’ insieme descritto al variare di y in A: percid il 
massimo e il minimo del secondo insieme, coincide con gli estremi, rispetti- 
vamente superiore ed inferiore, del primo. La ricerca di questi estremi pud, 
in generale, farsi sistematicamente perché, se nell’integrale s’ identifica y 
con una qualunque funzione 9(x) di ®A, l’integrale viene ad esprimersi 
come somma di un certo numero d’integrali parziali: 


oi ay 


[ F.e@).¢@lae= =, fF 


a 1 


x, 0(ai) + 9 (ai) («*—ai) = 


£ (=r —L@— a), (a) # (— 1) Le — a] de. 


| aaa ke ak 

Ognuno degl’integrali parziali assume un’espressione ben determinata 
che, in taluni casi, potra addirittura essere calcolata in termini finiti. Ma 
potra anche accadere che sia possibile stabilire una relazione di disugua- 
glianza fra il valore assunto dall’ integrale e (1) per y uguale alla 9 (x) con- 
siderata, e i valori assunti per y variabile nella parte di A che é contenuta 
in un intorno (abbastanza ristretto) della 9 (x). E cid senza che sia neces- 
sario un effettivo calcolo, neppure approssimato, di tali valori. In ogni caso, 
se y = f(x) @ una funzione di A tale che per essa l’ integrale (1) risulti = 
che per ogni y= (x) di @A, tale funzione f(x) rende senz’altro massimo 
Pintegrale in A. (E MEAL RAR per il minimo). 


Le stesse cose possono dirsi a proposito delle funzioni p(x) dell’ in- 
siemeaT A; 


4. Facciamo una prima semplice applicazione di quanto precede, alla 

ee dell’arco di curva di lunghezza minima, unente due punti assegnati 

SS (ae) K =(b, 8) nel piano, rappresentata da un’equazione y = f(x), 
essendo f(x) in Ey (minimo dell’integrale (3)). Supporremo che, oltre a 
queste due condizioni ai limiti, cioe f(@) =«,/()=8, siano eventual- 
mente assegnate anche qualcuna delle seguenti altre condizioni: JT Aan tak B) 
(tangenti negli estremi), valori che f(x) assume in uno o piu. punti pre- 
fissati nell’interno di ab (passaggio per prefissati punti del piano). E facile 
dimostrare il seguente 

Teorema. — II problema di minimo é sempre risolto, in ab, da una fun- 
zione y(x) dell’ insieme ‘Y definito al n. 2. 

Per dimostrare questo teorema, proviamo che, se f (x) € una qualunque 
funzione di Ey non appartenente a ’, soddisfacente alle condizioni ai limiti 
imposte, € possibile costruire una funzione y (x) di Y, tale che J[(¥] <J[/] 
in ab. All’uopo suddividiamo ab in un numero finito di parti, prendendo, 
fra i punti di divisione, le ascisse degli eventuali punti del piano per i quali 
& imposto il passaggio della curva y = f(x). Indichiamo Voperazione da 
eseguire in ognuna cd di queste parti, in cui f(*) non coincida con una 
funzione di WY (vedi fig. 1). 


Si considerano le quattro parabole 


| J=fOFT GC) Ce) = —L(x— 0 
(5) : 
yeaa ee ee 


\ 


che limitano un certo dominio finito del piano, compreso: fra le ordinate 
y=c,y=d. Si dimostra che l’arco ‘di curva y = f(x) corre intieramente 
in questo dominio. Fra le rette che si possono tracciare tangenti simulta- 
neamente a una delle prime due parabole e a una delle ultime due, ve n’é 


ee hee 
una ed una sola i cui punti di-tangenza p,q (p = 9) appartengono all’ in- 
tervallo cd. Supponiamo, per es., che tale retta risulti tangente alla seconda 
e alla quarta parabola. Sia U(x) una funzione di Y che coincida con la 
seconda parabola in cp, con la quarta’in gd, e sia lineare in pg. E 
f(s) =x) in tutto cp e in tutto gd. Se non & f(x) =a) anche in 


= peep’ G24 d 
ioarelie 


tutto pg, siano p’ il pit piccolo e q’ il pik grande dei valori x in qs tali 
che f(x) = (x) (vedi fig. 1). Il segmento che unisce i punti ()’, TROD eve 
(q', f (q’)) ha lunghezza <J[f (x) ] in pr”. Al fine della relazione da dimo- 
strare, @ dunque lecito supporre f(x) = (x) addirittura in tutto cd. 
Ma allora risulta effettivamente J[f]>>J[] in tutto cd, perche y (x) ¢ una 


fanzione convessa in cd. La definizione della funzione } (x) ¢ la dimostra- 
zione della proprieta J[f]>>J[] in cd, sono ovviamente analoghe negli 
altri tre casi di tangenza che si possono presentare, fra la retta e due delle 


parabole (5). 


5. Nella dimostrazione del numero precedente, & implicita la risolu- 
zione del problema di minimo, quando siano prefissati i valori f’ (a), f’ (2), 


RENDICONTI. 1938, Vol. XXVIII. 22. 
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oltre f(a), f(b). Affinché il problema ammetta soluzione, ¢ evidentemente 
necessario che sia 


iT O—f Qala): 


Analogamente si risolve il problema di minimo, quando sia assegnato 
soltanto uno dei valori che la derivata f’(x) assume negli estremi, per es., 
f’(@). La condizione d’esistenza e: 


(Oo = et 


Jeb kee ey 


La soluzione si ottiene tracciando, dal punto K = (0, f (d)), la tangente 
alla parabola 


yoatf'(a)(e—a)++L@—ay, 
valendo il segno + secondoché ¢ f’ (a)= —s Ser Xo€ cbascissam des 


punto di tangenza, il cui valore si trova essere 


bs=a 


~Le—)—|f@—F=a|, 


mab—fPaLe— 


lintegrale € reso minimo dalla funzione t (x), rappresentata, entro ax, dalla 
parabola, entro x,b dalla tangente (vedi fig. 2). 


Un ultimo esempio: fissato un terzo punto C = (c, y) non situato sul 
segmento HK (a<c<b), congiungere H , K mediante una curva y = f(x) 
di E,, di minima lunghezza, passante per C (vedi tech 5.): 

La soluzione ¢ fornita da una funzione | (x) composta da un arco di 
parabola passante per C e dai due segmenti di tangenti, condotti a detta 
parabola dai punti H,K. Indicati con M l’intersezione di queste due tan- 
genti (prolungate oltre i punti di tangenza), con U, V le intersezioni, con 
dette tangenti, della terza tangente, tracciata alla parabola in C, si dimostra 
che i segmenti MU, MV sono uguali. Esporro, nel lavoro cui ho accennato 
in principio, la semplice dimostrazione basata su considerazioni d’ indole 
meccanica. Aggiungo che la condizione d’esistenza é: 


yY——4 6 —a Bae ‘ 
pa hig Nema ae aR St 


Matematica. — /xtorno a un criterio di esistenza per un 
problema dt valori at limiti. Nota di G. Scorza DRaconl, pre- 
sentata“) dal Corrisp. M. Picone. 


In un lavoro recente® sono riuscito a indicate, sotto ipotesi larghis- 
sime, un criterio di risolubilita per il problema di valori al contorno 
Pea (4, VC) 2) = 8, Minsieme+C im culclary 
é definita essendo del tipo a=x=),o(x)=y=rt(*x),-woomy<4+ oo. 

Il criterio si ottiene, prolungando convenientemente |’equazione; dimo- 
strando l’esistenza della soluzione per l’equazione prolungata; e sfruttando 
poi un teorema di confronto, il quale permette di asserire che una curva 
integrale dell’equazione prolungata si deve mantenere in C, per poco ch’essa 
soddisfaccia alle condizioni ai limiti assegnate: questa é almeno l’essenza 
del procedimento che ho tenuto, le modalita di esecuzione se ne allontanano 
invece a prima vista, ma piu che altro per comodita espositiva. 

Seguendo questa via ho raggiunto lo scopo, supponendo fra l’altro che 

lungo le curve y= a(x), y¥ =o (x)ey=t(x),y = (x) la f(x,y,9) 
soddisfacesse, rispetto a y’, a una condixione locale di continuttd uniforme ge- 
neralwzzata ; 


(1) Nella seduta del 19 novembre 1938. 

(2) G. Scorza Dracont, Elementi uniti di trasformazioni funzionali e problemi di va- 
lori ai limiti [in corso di stampa nei «Rendiconti del Seminario Matematico della R. Uni- 
versita di Roma »], § 4. 
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cio signi si eye trovare un numero positivo 6 tale che, per 
|o’ (x) —y'] <8, |e (x) — 9 Ass 5, sia, rispettivamente, ae ovunque in 


a=x—_b 


cy, (E21) —IG,2@ Di=r@ ee O—Y), 
if.) 7G) —f.70).y)/=9@ e@@—y), 


dove A(x) =o0e< +o e sommabile nell’intervallo di estremi a e Db, 
mentre u(v), positiva per Cae <8, é infinitesima con v e nulla 
per vi=s0 |; 

In questa Nota mi propongo di far vedere che, giusta quanto avevo 
previsto , ’ipotesi in discorso @ superflua. Con cid il teorema ricordato 


diviene: 


L’equazione, in y(x), 


@) y(y= fra [ fesy@.¥@) du + 


oy 
1 a 


cae Ye clef apse. TORKOLIE 


Pea 


dove f(x,y, 4") é definita nell insieme 
Cgc eh Vea tey 3 —oay< +o 


Con 


Ce 


ammette almeno una soluxione, assolutamente continua con la sua derivata nel- 


I intervallo 
See 


—e verificante ivi-le o(x) = y(x) =7() -3 tutte le volte che: 

Il) f(x ,v, 9”), ovunque finita®, & continua rispetio a (y, 9") & misurabile 
rispelto a x nell’insieme C9); 

IL) f(xsy,9) verifica la 
G3) lf@ re) +x), 


(1) Loc. cit. nota prec.; se ne veda la nota (28). 

(2) Questa condizione si pud ritenere sempre soddisfatta, in virtu della (3): nel caso 
contrario, infatti, basterebbe modificare f in un insieme che, per la (3), sarebbe conte- 
nuto in un insieme di misura nulla costituito da piani normali all’asse x. 

(3) Cioé f(x 549594) & misurabile nell’ insieme chiuso (se non vucto) in cui essa & 
definita; e questo qualunque siano le costanti v, € ae Ricordiamo che dalla 1) segue la 
misurabilita di f(x, p(x), g(x) ), se p(x) e q(x) sono funzioni continue (o misuratili) in 7, 
naturalmente con o (x) <p (x) <7 (2). 


re ene Te 


var: “Daw 


io nae 


con p(w) >>0 finita e continua in —comu<+co e x(x) 0 somma- 
bile in i, avendosi inoltre 


> + 00 *— 00 


it u 
be eae ey any ae 


19} fe) 


p(w) >k 


| A == COS, Oe 


wt ae ; 
quest ultima condizione potendo essere soppressa quando y(x) ¢ quasi ovunque 
nulla ; 

IIT) le funzioni o'(x) e z'(x) sono (finite e) continue in 1, riuscendo 
in 1 non decrescenti le 


3 (x) — fa yO(%)3.0-(2) anh —5 [ Fe yO) 5 Kd) di 2 Le 


1 a 


e, finalmente, purché 

IV) riesca c(a) = ax=t(a) , co) =—B=—T(). 

Non mi attarderd intorno al caso che si sostituisca la (3) mediante 
la | f(x,y, ¥)| << 90(y) (Cy) + X@), con 9o(u) 0 sommabile in ogni 
intervallo limitato dell’asse w, né intorno al caso che sia o(x)=7(x), 
perche entrambi non dovrebbero essere difficili a trattarsi (ammesso, come 
é probabile, che siano suscettibili di una risposta soddisfacente): per dei cenni 
che potranno essere utili in proposito, si vedano il n. 11 e Ja nota ©» della 
mia Memoria citata, alla quale rimando anche per tutti i raffronti e le indi- 
cazioni bibliografiche. 

La non difficile dimostrazione del teorema attuale sara data nel n. 2; 
le considerazioni del n. 1 sono svolte pit che altro allo scopo di esem- 
plificare un particolare procedimento di approssimazione, forse non del tutto 
inutile in questo genere di ricerche; il risultato del n. 1, parziale rispetto 
a quello del n. 2, non sara sfruttato in seguito. 


1. Mostriamo che nel teorema ricordato nelle prime righe di questa 
Nota, /a condizione anzidetta di continuitd uniforme generalizzata pud essere, 
se non soppressa del tulto, per lo meno attenuata, nel senso che, fermo il resto, 
basta che la funzione (x) delle (1) sia sempre positiva, finila e misurabile 
in i, perché il mio teorema citato all’ inizio sia ancora valido ™. 

Indichiamo infatti con ey», essendo un intero positivo, la porzione 
di 7 in cui A(x) —13-di guisa che la successione ¢, ,@,,-«* € monotona 


(1) Vale a dire: se oltre alla condizione ora detta sono verificate le I),---.1V), 
allora @ possibile soddisfare alla (2). 
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non decrescente con lim én =i, Poniamo An(x) = A(x) in én € An(x) = 0 
n—>0O 
én, di guisa che A, (x) € sommabile in 7. 


Scegliamo il numero p>>0 in modo che dalle |o’(x) —y’| =2¢, 
t'(x) — y' | = 2¢ segua, rispettivamente, 
[fs 6(x),6°)) |< 200) +2) » [f570),7))/< 200) + 2@): 
cid puO sempre farsi, dato che vale la (3), mentre per la continuita e la 
positivita di @(w) le differenze 2(y’)—¢(o'(x)) e 20(7)—¢('(4)) 
hanno un minimo positivo, purché sia rispettivamente |o’(x)— y’|/=2e 
P pl P 


e |t’(x) — y’| = 209, con ¢>>0 e opportunamente scelto, x variando in 
7 — si tenga presente che o’(x) e 7’(x) sono finite e continue. 


in 1 


Definiamo la funzione f, (x,y, y’) ponendo intanto: 

for (08 V5) = TRA fae Seuege lneee 
fal(% ox) 9D =f eo (4) ),. sexe in 7c, -< |o (x) =a 
Peles © ys) = fy ee) es Se hes thd re 7 eee 


Per completare la definizione di f, nei punti di C per cui y = o(x) 
oppure y = (x), x appartenendo sempre a i—e,, poniamo 


fu(~,o(x),y) =0, quando |o’(x)—y'|=2e, 
e imponiamo a f,(x,o(x),¥’) di essere lineare nei due intervalli 
a(x) —2p=y=o(*)—e , oo) +9=—y =o (x) + 20, 


cioé poniamola, rispettivamente, uguale a 
ar 
SI.2@).0 WO) Ge—@) ty) , 
3 a2 , , , 
ee a) 


e nel definire fn(x ,7(x),y’) procediamo in maniera analoga. Di guisa che, 
in tutto i— én e per ogni y’, sara 
lino), YI<2e0)+20) . [(x57@),y)|<290)4+20). 

Dato poi (x,y, y") con x contenuto in i 
sara 

fs Y= 
I , i 

are a(x) 1 t (x) [fn (x > 7 (x) >) ) (s(x) i y) nz fn (x ? a(x) ») ) (7 (x) we y)] > 


On © LON) earn ie 


vale a dire: per x in t—e,, la fu(x,y,y’) sara lineare rispetto a y nel- 
Pintervallo o(x) =y=7(x). 
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In tutto C é quindi 
Fao ID 290) 1O) Eye, 5: 3) 


e ciascuna delle f,, oltre a soddisfare a condizioni analoghe alle I), IH), Ill), 
verifica anche, sia pure localmente e in modo generalizzato, una condizione 
di continuita uniforme rispetto a y’ lungo le curve y= a(x), y’ =o'(x) 


@ y= (x) > y = (x) Infatti, dalle (1) e dalla definizione di fa(x,y, 7) 


fn (x (2) 0°(2)) — fa (x, 0(8), 9) San) HO) —Y), 
fae, 20x) 7°) — fe. 26) Y= ame O—y), 


per quasi tutti gli x di i e per tutti gli y’ verificanti, rispettivamente, le 
|o’ (x) — y' |< &, |2’(x) — y’| << 8*, & essendo il pit piccolo dei numeri 
5 eo — sinoti che A, (x) é addirittura limitata in 7, e non solo sommabile. 
Quindi esiste sempre una funzione yn(x), assolutamente continua in 7 
insieme con la propria derivata, per la quale o(x) = yn (x) =7(4) € 


(4) sna) = [at [ faCersrm (es ¥eCH)) dn 


x—a 
Sg YS <oIEN RRGE 


Lb i 
ari 6 — [ iif f (u , Yn (#4) , Yn(u)) du} , 
le costanti « e 8 soddisfacendo alla IV). 

Cid segue da quanto é stabilito nel § 4 della mia Memoria citata; nel 
quale paragrafo (al n. 10) @ anche dimostrato, sia pure implicitamente, che 
in 7 riesce 


(5) wn @) 


dove K é una costante positiva opportuna che non dipende da f, , ma solo 
da (y’),x(X) e, naturalmente, a,),«,8, Cp kert (x). 

Indi & quasi ovunque | y,(x)|=H+7(x), dove He il massimo di 2 (wv) 
per |w|=K; e di qui e dalla (5) segue subito che le y,(x) sono equicontinue 
ed equilimitate; mentre le yn (x) lo erano gia in virth della (5) e delle 
o(x) x (2) =7(). 


Scegliamo i numeri naturali ”,,7.,°-- in modo che le successioni 


=< K (here ae erro 


di termini generali 
Zo(x) = Yny(*) XX) = In) 


convergano (uniformemente) in 7; diciamo < (x) la funzione limite di x» (x), 
er p—>co; di guisa che 7’(x) = lim Zp(x): € poniamo 
poo 


op (x >) Fa) = fn,(x >) AS Se 


CO a 
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Sara, per tutti gli x dii, lim gp(~,y,y) =P (LEN GY) 5 pales Pere: 
po 
»» Sard addirittura gp Ca re Bee »y') . Indi per tutti 


eli x di 7 & anche 


lim p(x > Xp (x) > %5(%)) = hn oe ne AP p(x) » Xp (*)) = f(x pa(H)5% (x), 


b>o 


-contenuto in é, 


dato che gli insiemi én, ,¢»,,+** formano una successione convergente 
verso i, monotona, non decrescente e dato che f(x,y, y’) € continua ri- 


, 
Spetto acy vy". 
Ma d’altra parte, come implicitamente si ¢ gia detto, riesce 


(Xs %(X) »%(*)) |= H+ x@); 


quindi nelle (4) si pud passare al limite sotto il segno di integrale, ove si 
faccia tendere m all’infinito percorrendo la successione 1, , "2, ° 
E in tal modo, come volevamo, si riconosce che la (2) & soddisfatta, 


se" Visi: pone’ y (x)'—= 7 (x). 


2. Passiamo ora al teorema, la cui dimostrazione forma l’oggetto pre- 
cipuo di questa Nota. 


_A cid scegliamo il numero v >>0 in modo da aversi 6 (x) —7(x 


poniamo poi 


On(x) =.o(*) +——  ,,)s a(X) = 


ih =e Y 


Cine Te Oe ee 


CA Nase 


(i= SY) 


di guisa che on (x) < ti (x); e definiamo le funzioni f, (x,y, y’) nel modo 
che segue ©, 
Poniamo 


fn(x ,0(x),0°@)) = f(x, (x), 0"(x)), 
fo, 7(x),7@)) = f@, 7), 77(*)) 


per ogni x di 7; e poniamo del pari 
se (x GS y’) —= ake: »V>5 y’) 


anche in tutto ’insieme a=x=), on(x)=y=t™m(xX), —wo<y’< 4+ 00. 
Per ogni x did e per y contenuto in o(x) =y=on(x), 0 in MKH= 
=y=v7(x) sia, rispettivamente, 


In sy, 8) =LO597R)) 5 fe@ry,7@) =f[O7,7@)). 


(1) Naturalmente, per esaminare il caso che sia o(x) = 7(x), si dovrebbero cambiare 
le definizioni di on(x) ,tm(x) e quindi fier NVA) 


hears Gesu eke 
ult ; eeledt. I 
Indichiamo ora con Y,(w) la funzione lineare che vale — per u = 0 
n 


: I ‘ 
e si annulla per v= eRe € poniamo ancora una volta 
nt+y 


tn (x ay, J’) = f(x De ue) 


quando 
o(x)=y<on(x) 5 |o')—y'|= bs), 
oppure quando 
u@<y=7@) . (P@—yl/=eC@—y, 
In ogni segmento del tipo 
, yen , SOSH HCE) + —eo)); 
yay KO oe) ree ©). 


Xa 


x= 


SE SVN 


con a=E—b e o (6) =< (€), la fn(x,y,5') & detinita in base alla con- 
9 dizione di essere lineare in y’: di guisa che, posto (x,y) =a (y—o(x)), 
sara rispettivamente 


hE...) = aE Ce On sn) Cy (5) a 
+ fE, no (@) OE +onrE.n—y)]3 

MWE,a,7) = ra 2 UE 90 (E))-Cy + On(E.4) —9 ©) + 
+ fE.7,°OQ—aE ne O—y)I- 


Analoga definizione diamo nei segmenti 


> y= 7 5) ~’ (€) <= y’ = ~ (&) 4 Vn (7 (&) — n) : 
fae PS OH CO) = Vara) 


x=é 


purché naturalmente 7, (E)<yn=r7)- 

Il valore di fx(x,y,y’) coincide con quello di f(x,y,y), se |y"| 
supera una certa costante: di qui e dalle definizioni poste segue subito che 
per ) >>0 conveniente ¢ 


(6) NES Ol eI are 


anzi per 2 abbastanza grande si puo ee h=2. Inoltre fi(x;o(x), 9) 
€ fx(% 7 2) sono. lineari in y’, almeno finche riesce ‘rispettivamente 


I aha a : 
lo'(x)—y |= — BU eoM A) ee re: quindi per fu(x,y,y') si. possono 
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ritenere soddisfatte delle disuguaglianze quali le (1), con w(v) = |v -per 


Oy 


UV 


= “ ein) = roe Cae, ie (x) essendo una conveniente funzione, 


finita e misurabile, che per la (6) si pud supporre sommabile in 1. Sono 
poi soddisfatte da f(x,y, y’) anche le condizioni analoghe alle 1), IL). 
Quindi, se é verificata la IV), esiste una funzione ¥n(x), per cui 


¥u(x) = [ai ee (x, ¥n (tt) , ¥n(u)) du + 


a 


9 di | ACA ORAO NE 


a a 


xX aes 


b 
| 


2 a (od — xe 
ee OY RE ae Se 


soddisfacente oltre che alla o(x) = yn (x) = 7(x) a una limitazione del tipo 
|¥(x)|<< K, con K costante opportuna (indipendente da m); cio segue, come 
si € gia ricordato al n. 1, da-quanto é detto-nel § 4 della mia Memoria 
citata °). Si possono percid scegliere i numeri naturali 7,,7,,+-- in modo 
che, posto 


Xp (x) = yn, (*), 


le successioni Z; (x) ,%.(x),-*- 37,(*),%,(*),--- convergano uniforme- 
mente in 7, cir.n.1. Si ponga 


2(x) = lim % (x), 
b—>00 


di-guisa-che lim'%,(x) == 7 (x)s,e 
po 
gp (x oy sa) a Fn, (x US y) : 
Allora;sé."per \x'==.€~contenutosina?-¢-0 (6) <= 7(c)=— aeons am 


certo “‘mothento in poi-sata~o5(€, % (6) + zd) == F (65% (2) Ses) toese 
guindi,y per x= 6; 


(7) lim g(x, Xe(%), %(*)) = f@ 7), 7@))- 
poo 


(1) Infatti, per ogni x di i si pud supporre che An(x) sia, a meno del fattore », il 
pit. grande dei quattro numeri 


fee »o (x) 5) 3’ (x)) — (x 3 a(x) : o' (x) ae +) 


? 


Fe.) —F(¥. 2), +4)| 


(2) Nella dimostrazione del nostro teorema é quindi implicito uso di equazioni as- 
segnate in insiemi pitt vasti di C. Naturalmente cid non vuol dire che io ritenga questo 
uso inevitabile. 


» Questa uguaglianza ¢ evidentemente soddisfatta anche nei punti di i 
nei quali (x) = o(x), 2/(x) =o'(x), oppure 2(x) = +(x), 7(@) E70). 
Esaminiamo allora cosa succeda in un punto € di i in cui sia 7(€) = o(&) 
e x (&) =0'(&); quanto diremo in questo caso varra anche quando sia 
6) =76),7O=7©@). | 
Se il punto (& , %(&) ,=,(&)) non é contenuto in quella porzione di C 
in CaL ss (SLY) = Tuy (ey ey) ty Cosy yy 5 ikenumero $a) (= sap (eye 
<»()) © compreso, per costruzione, nell’intervallo determinato dalla pit 
grande e dalla pit piccola delle tre quantita 


FE, xB), 0°(E) + de, H(E)—(E))) » FEE), o°@), 


che tendono tutte verso f(€,o(&),0'(&)) = f(&,7(),z (&)), per poo. 
Di qui segue facilmente che la (7) ¢ sempre soddisfatta. E la dimo- 
strazione si completa ragionando come alla fine del numero precedente. 


Astronomia. — Jfotometria eterocromatica ed indice di co- 
lore det pianeti Nettuno e Vesta. Nota di L. GIALANELLA, pre- 
sentata® dal Socio G. ARMELLINI. 


1. Il recente felice trasporto della sede del R. Osservatorio Astrono- 
mico di Roma sulla collina di Monte Mario ci ha permesso di includere 
nel programma dei lavori dell’Istituto una serie di osservazioni fotometriche 
visuali, eseguite principalmente in luce monocromatica adoperando conve- 
nienti filtri di luce. 

Abbiamo iniziato questo programma col lavoro di cui in questa Nota 
esponiamo i risultati; lavoro comprendente innanzi tutto l’esame e la tara- 
tura dei filtri di luce (eseguita sia con mezzi di laboratorio e sia con osser- 
vazioni astronomiche), e poi la determinazione dell’indice di colore dei pia- 
neti Nettuno e Vesta). 


(1) Nella seduta del 19 novembre 1938. 

(2) Abbiamo anche iniziata e contiamo di portare a termine al piu presto una nuova 
determinazione dell’estinzione atmosferica a Roma sia dal punto di vista quanttativo 
che qualitativo, adoperando un metodo che ci pare nuovo, onde riteniamo utile antici- 
parne un cenno in questa Nota. Abbiamo scelto coppie di stelle circumpolari, for- 
mata ciascuna da una stella della costellazione di Cassiopea e da una della costellazione 
dell’Orsa Maggiore o del Perseo e del Dragone, aventi alVincirca la medesima declina- 
zione e distanti di dodici ore di ascensione retta; di guisa che, imiziando — ad es. — le 
osservazioni quando le stelle di una coppia sono in meridiano (una nella culminazione 
superiore ed una in quella inferiore) e ripetendo le osservazioni a convenienti intervalli 
di tempo (un’ora) per la durata complessiva di sei ore misurandone ogni volta la diffe- 
renza di splendore (sia a luce diretta che con i filtri colorati), si ha la possibilita di poter 
esplorare tutto il cielo, dallo zenit all’orizzonte. Assunta allora come A* vera (differenza 


Lo strumento adoperato é stato l’equatoriale medio Cavignato (mm. 155 
di apertura e 2240 di distanza focale), a cui abbiamo applicato un foto- 
metro a cuneo di Toepter, corredato di tre filtri di luce rapidamente inter- 
cambiabili (giallo, violetto, rosso), forniti dalla medesima casa costruttrice. 
Di essi & stato determinato sperimentalmente l’assorbimento presso I’Istituto 
di Fisica della R. Universita di Roma, mediante confronto con lo spettro 
del ferro [y. tavola]. Poscia si é proceduto alla loro taratura mediante 
osservazioni astronomiche di stelle di cui era noto l’indice di colore. Precisa- 


100 


mente abbiamo adoperato stelle scelte nel recente Catalogo colorimetrico di 
E, Opik @, il cui elenco & riportato nella seguente tabella I, la quale con- 
tiene inoltre per ogni stella l’indice di colore dedotto dal Catalogo, e la 


di grandezza vera) quella corrispondente all’osservazione eseguita nel momento in cui le 
due stelle di ogni coppia hanno Ja medesima distanza zenitale, ogni altra osservazione 
fornisce un valore Am che introdotto nella nota equazione: 


Am — A*, = B (sec 21 — sec 22) 
da un valore del coetficiente di estinzione B [dipendente naturalmente dal tipo spettrale 
delle stelle] (gr € %2 sono le due distanze zenitali). Un metodo simile é stato gia appli- 
cato da E. A. Fath (Lick Bulletin n. 474); ma a noi sembra di averlo migliorato sce- 
gliendo stelle di uguale declinazione, e quindi eliminando del tutto i notevoli inconvenienti 
dovuti ad improvvise e inapprezzabili variazioni della trasparenza atmosferica tra le varie 
osservazioni. 

(1) Mi & grato rinnovare qui i miei pil vivi ringraziamenti al prof. Edoardo Amaldi. 

(2) On the relation of Absolute Magnitude to Colour, Spectrum and Proper Motion. 
« Pubbl. Observatoire Astronom. de Tartu», to. XXVII, n. 1, 1929. 


differenza Lg —Ly delle letture al fotometro con i filtri giallo e violetto 
(gli unici due che abbiamo potuto poi utilizzare per le osservazioni di Nel- 
tuno e Vesta, dato il tenue splendore di questi). Le osservazioni sono state 
fatte soltanto in serate completamente serene e limpide. Ogni stella stata 
osservata almeno in tre sere; e per ogni sera ciascuna osservazione con- 
~stava di dieci puntate, per cui i valori ottenuti e riportati nella tabella sono 
la media di almeno trenta puntate per ognuno dei due filtri adoperati. 


TasBeLa I. 


Taratura dei filtri «giallo» e «axxurro». 


N. Sater Lente Le=Ly 
I ¢ Orionis —0.44 1.43 
2 co Leonis — 0.21 1.81 
3 = Virginis —— 0.15 175 
4 pe Leonis Pe OS 1.58 
5° 8 Coronae borealis + 0.14 2EM 
6 + Bootis + 0.34 2.40 
5 1 Bootis + 0.44 ZASe 
8 y Persei + 0.63 3.00 
9 f Aquarii + 0.68 Dies 

10 ¢ Leonis SLEO.Gf 2.82 
Il y Pisci1um + O77 3:30 
12 7 Pegasi + 0,80 3.60 
13 a Aquaril + 0.88 3.26 
14 ¢ Virginis + 0.91 Ale 
15 ¢ Bootis + 0.90 4.70 
16 ¢ Cygni = 1.00 Beko 
17 e Cygni + 1.02 Bron 
18 a Serpentis + 1.20 4.99 
19 t Draconis = 1.19 imal 
20 e Bootis + 1.26 Oni 
21 uw Leonis + 1.30 6.52 
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Con i dati di questa Tabella ho costruito il diagramma rappresentato in 
figura, sul quale sono riportate in ascisse le differenze di letture Lg — Ly e 
in ordinate gli indici di colore 7. c. 


2. Le osservazioni dei pianeti Nettuno e Vesta per la determinazione 
dei rispettivi indici di colore sono state fatte con il medesimo metodo ado- 
perato per le stelle di taratura dei filtri. Ho osservato i pianeti durante le 
rispettive opposizioni del 1938 e precisamente Nettuno in ro serate dei mesi 
marzo—aprile e Vesta in 11 serate dei mesi maggio-giugno. Per tutti e due 

(Serv 
Le—Ly’ 
Yandamento sensibilmente rettilineo del diagramma nel breve tratto che ci 
interessa e che € compreso tra Lg — Ly = 2.73 e Lg — Lv = 3.50. Pit 
precisamente questo tratto del diagramma ci da’ K=o0.240 dalle stelle 
seguent : 


i pianeti ho assunto un unico valore per il rapporto K = dato 


Tasecra II. 

N. Siceslalba, K 

8 y Persei 0.21 
9 8 Aquarii 0.25 
10 e¢ Leonis 0.27 
II y Piscium 0.23 
12 7 Pegasi 0.22 
13 « Aquaril ODF 
17 ¢ Virginis 0.22 
15 e Bootis 0.19 
16 ¢ Cygni 0.28 
17 e Cygni 0.26 


Le seguenti tabelle III-[V, infine, contengono i risultati delle osser- 
vazioni dei pianeti: per ogni serata sono dati i valori delle singole letture 
(medie di venti puntate) e gli indici di colore ricavati. 


rests Basen 


TaBELLa III. 


Indice di colore di Nettuno. 


Data Le Ly Lg—Ly Hae 
1938 
Marzo 30 43.30 40.47 2.83 + 0.68 
Aprile 5 41.62 38.68 2.74 + 0.65 
» 6 38.45 SS 2.68 + 0.64 
» 17 38.45 35.84 2.61 + 0.63 
» 21 39.63 36.96 2.67 + 0.64 
» 22 36.91 34.08 2.83 + 0.68 
» Se 38.18 35.46 DjypD + 0.65 
» 20 B73 34.67 2.46 + 0.59 
» 27 41.75 38.82 2.93 + 0.70 
Maggio. . - 2 44.17 41.37 2.80 -+ 0.67 
TaBetta IV. 
Indice di colore di (4) Vesta. 
Data Le Ly | Le—Ly | LG: 
1938 
Maggio. . 31 52.49 49.09 3.40 + 0.82 
Ciucsnos a) 12 51.04 47.35 3.69 + 0.89 
» B 51.40 47.81 3.65 + 0.88 
» 4 50.77 47.35 3-42 + 0.82 
» 16 48.25 44.87 Beaks) + 0.81 
» 17 49.93 43.30 3-63 + 0.87 
» 20 45.98 42.77 3.21 + 0.77 
y 21 48.31 44.64 3.67 0.88 
» 22 Areie 44.28 3.46 + 0.83 
» 24 48.06 44.65 3.41 + 0,82 
> 27 47-57 44.02 3-55 + 0.85 


ABS ee 
Le medie dei valori cosi ottenuti dinno il risultato: 
indice di colore di Netluno + 0.653 + 0.006 (e. p.) 
indice di colore di (4) Vesta + 0.838 + 0.006 (e. p.) 


° 


Di Netiuno era gia stata fatta dal Graff una determinazione di indice 
di colore con metodo fotografico “), ed era stato ottenuto il valore -- 0.654. 
Di Vesta non mi consta, secondo le ricerche fatte, che si sia mai deter- 
minato Pindice di colore (di piccoli pianeti la pik numerosa determinazione 
di indice di colore é quella contenuta in A. J., vol. XXIV;: e° tra questi 
manca appunto Vesta). 


(1) Handbuch Aph., vol. VU, p. 412 € « Sternw: Wien Mitt.», n. 1, p. 25 (1931) 
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Spettri di assorbimento dei filfri di luce del fotometro Toepfer ~ Spettro del ferro per confronto. 


1 filtro gial/o. 2 filtro wiolefto. 3 filtro rosso. 
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Matematica. — Wwove formole di maggiorazione per gl inte- 
gralt delle eguaziont lineart a derivate parzvalr del second ordine 
ellittico—paraboliche™. Nota del Corrisp. M. PICONE. 


Dedicai gid, in passato, nel 1927 una Nota lincea ©) e nel 1929 una 
Memoria degli « Annali di Matematica » “ all’ottenimento di semplici formole 
atte a fornire quantitative limitazioni dei valori assunti, in un dato dominio, 
dalle soluzioni di equazioni lineari a derivate parziali del second’ordine, 
ellittico—paraboliche, in funzione dei valori assegnati, alle soluzioni stesse, 
sulla frontiera del dominio. 

E ben nota ’importanza di tali formole e per i procedimenti di calcolo 
e per ricerche puramente esistenziali, in ispecie nell’indirizzo della moderna 
analisi funzionale. 

Le formole gia ottenute sono pero utilizzabili soltanto in problemi, tipo 
problema di Dirichlet, in cui sono prescritti sulla frontiera del dominio i 
valori della soluzione, laddove, che io mi sappia, non sono state ancor date 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo. 

(2) Presentata nella seduta del 3 dicembre 1938. 

(3) Prcone, Maggiorazione degh integrali delle equazioni lineart ellittico—paraboliche alle 
derivate parziali del secondo ordine. Questi « Rendiconti», febbraio 1927. 

(4) Picone, Maggiorazione degli integrali delle equazioni totalmente paraboliche alle 
derivate parziali del secondo ordine. « Annali di Matematica pura e applicata», 1929; 
cfr. anche: Picone, Sul problema della propagazione del calore in un mexzo privo di fron- 
tiera, conduttore, isolropo e omogeneo. « Mathematische Annalen», 1929. 


RenpiconTi. 1938, Vol. XXVIIT 23 


aby ees 


formole per problemi nei quali sono assegnati, in ogni punto della frontiera 
del dominio o di una sua parte, i valori di una certa combinazione lineare della 
soluzione e della derivata di questa secondo un determinato asse spiccato per 
il punto e penetrante nel dominio, in particolare per problemi tipo Neumann 
o tipo misto Dirichlet-Neumann. 

Scopo di questa breve Nota é di far conoscere le formole, a cui sono 
recentemente pervenuto, atte a tali problemi, che riescono — inaspettata- 
mente — del tutto simili a quelle conosciute sopradette. 


1. — Hquazioni ellittico-paraboliche non negative. Siano: 
A un campo, cioé un insieme aperto di punti, dello spazio euclideo Sy) a r 
dimensioni, del quale diremo X un punto generico e x, ,X2,--+, Xr le coor- 
dinate: di questo,-a.(X) 5 dn CO), b= 1 72 5) CCN) Ua) aeeee 


gnate funzioni reali del punto X, continue in ogni punto di A, e conside- 


riamo in A lequazione 


(1) Ew] = ax Qs & Lo) xe Le (Ryu =f QO), 


h 


nella funzione incognita u, pur essa reale, che sara detta soluzione in A del- 
lequazione, se € continua in ogni punto di A, con tutte le derivate parziali 
che compaiono nell’equazione e verifica l’equazione stessa. 

Una funzione del punto X si dira regolare, biregolare, in un insieme B di 
punti, rispetto all’equazione (1), se, essendo continua in ogni punto interno 
a B, con le sue derivate parziali che compaiono nell’equazione, riesce, inoltre, 
rispettivamente, continua, continua con tutte le sue derivate parziali del primo 
ordine in ogni punto di B che sia di accumulazione di punti interni a B. 
Ad una soluzione della (1), in A, si puo dunque richiedere d’essere, per 
esempio, regolare, biregolare in A + FA), 

Occorre ben chiarire, e bastera percio un esempio, il grado di genera- 
lita delle date definizioni. Sia, per esempio, A il campo di un piano la cui 
frontiera sia costituita dal punto O e dalla circonferenza di centro in O e di 
raggio R; il dominio D = A + FA é il cerchio di centro in O e di raggio R, 
ma non € detto, secondo quelle definizioni, che una funzione regolare (bire- 
golare) nel cerchio D, rispetto all’equazione (1), sia dotata di derivate par- 
ziali prime e seconde (di derivate parziali seconde) in ogni punto interno a D; 
nel centro O di questo, che fa parte di FA, vi é continuitd della funzione 
(della funzione e di tutte le sue derivate parziali prime) ma non si sa nulla 
intorno alla eventuale derivabilita parziale (intorno alla eventuale derivabi- 
lita parziale del second’ordine) di questa. 


(1) Se con una lettera si indica un insieme di punti, con la stessa lettera preceduta 
dalla F si indichera la frontiera dell’insieme. 


it ya? eRe Rn PRR Loe Ae Re Th PM es fee hy, yy Ret Ny Be yh 
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Se, per ogni punto X di A, la forma quadratica 
(2) > an (X) Ane, 
h,k 


negli r parametri reali A, ,A,,-+-+.A,, riesce definita o semidefinita posi- 
tiva, lequazione (1), o lespressione E[u], sara detta ellittico—parabolica non 
negativa in A, e tali saranno anche dette le espressioni 


E> an Xe ED bX) ae Foo fu] = Dame OR ye 


. OX), ox 
h k 


Supporremo che, essendo l’equazione (1) ellittico—parabolica non nega- 
tiva in A, per ogni punto X di FA, sia possibile spiccare un asse / in 
modo che su questo esista un punto Y tale il punto Y ed ogni altro interno 
al segmento XY appartenga ad A, sia cioé possibile, come diremo, spiccare 
per ogni punto X di FA un asse penetrante in A. Una funzione wu bire- 
golare in A+ FA possiede, in ogni punto X di FA, secondo un asse | spic- 
cato da X e penetrante in A, la derivata du/dl e tale derivata é, su FA, 
funzione continua di X se tale @ l’asse 1. Orbene, cio posto, noi vogliamo 
considerare il seguente generale problema di frontiera: 

Sono definiti in ogni punto X di FA un asse | penetrante in A e tre fun- 
zioni reali e limitate «(X),®(X),g(X), con Ia condixione che sia sempre 


G3) a(X)zo %, «#(X)+/8(X)|>o; 


costruire, in A, una soluzione della (1), biregolare in A+ FA, che verificht 
Pulteriore equaxione : 


(4) L [uJ 2 + pR)u= 9X), Sis Ae 


Ai teoremi di unicita per un tale problema nonché ad utili formole di 
maggiorazione per la soluzione wu si perviene fondandosi sul seguente teorema : 

I. Sia A limitato e sia possibile definire in A + FA una funzione w (X), 
biregolare e positiva, per la quale riesca 


(5) HiOl= 0, Invaas Lilol oss FA 
allora, per ogni soluzione del posto problema si ha: 

Hi) ee. Os, Os TN) 220 CO P(X) iO. 
te) HiCR sO. se i) eo eg (Kee). 


(1) Una relazione, per uma funzione, scritta senza precisare la posizione del punto 
da cui essa dipende, deve intendersi valida in tutto linsieme di definizione della funzione. 


Posto infatti, uw = vw, 


si trova che per v, essa pure biregolare in A, sussistono le equazioni 


A ate ee Fee! ; 
(7) Eola in A’, Lo [vj ==, Bua 


Sia f2=>0 e g=0. In ogni punto X di FA in cui «(X) =o si ha 
u=g/L<o, in ogni punto in cui «(X)>>0, la v non pud neppure 
essere positiva, poiché, in tale ipotesi, la seconda delle (5) ci assicura della 
crescenza di v, in X, nella direzione e nel verso dell’asse / e quindi della 
esistenza di punti di A nei quali la v assume valori positivi maggiori di 
quelli assunti sulla frontiera di A, e pertanto che v sarebbe dotata di un mas- 
simo positivo in A, cio che [teorema I della Nota citata in G) a p. 331] e 
impossibile per il Piney della prima delle (7) e delle (5). E dunque 
v<o su tutta FA e quindi, in virtu dello stesso teorema, vo in A+FA, 
e pertanto u=<0, del pari in A+ FA. 

Nelle ipotesi del teorema riesce dunque u = 0 se f= g =0 e pertanto: 

II. Nelle ipotesi del teorema I, sussiste, per il posto problema di frontiera, 
il teorema dunicita. 

Vediamo ora alcuni esempi nei quali sono soddisfatte le ipotesi del 
teorema I. 

I Esempio. — Designando p e q due costanti positive, riesca in A, 
supposto limitato, a. >0),¢220 , dja, 9, e, su- FA, B= -— p= 0 
Posto 


ert ty 
oO = k— 
Gat 
si ha 
lai eet 
= con (Ceci: Oe) rn || ee ee cl Eogel aoe 
E [a] = Arr (2 g | + ¢@ > © = Feo voli p> 


—(g+1)xy)\ 
ES | soe-oton |; 


@ ars) 


e basta quindi dare a k valori positivi abbastanza elevati percht, con w >o 
€ Efe@|< 0; *riesca Elo] /o=2— p25 sa FAS 

II Esempio. — In A sono limitati i coefficienti an, b,(b,k=1,2,-++,7) 
€, con m costante positiva, sihac<:—m, e, su FA, B<o. Detta t(X) 
una funzione biregolare in A + FA per la quale si abbia sempre dt/dl <0, 
su FA, si ponga wo =k-+ 7. Si potra assumere la costante positiva  tal- 
mente grande da far risultare ow >>o in A+ FA e E [w]<<o0 in A,e sara 


gis Vis ce 
allora anche L[w]<co su FA. Che se «(X)>>o sulla parte F’A di FA 
e «(X) =o su FA —F’A, bastera richiedere che riesca dt/d] <co su F’A. 
Dal primo esempio, applicando all’equazione E, [v] = 0 il ragionamento 
gia fatto, per ’equazione E[w] = 0, segue il teorema: 
II. Sia A limitato e ivi positivo il coefficiente a,,. Se é possibile definire 
in A+ FA una funzione w (X), positiva e biregolare, per la quale riesca, in A, 


EF i@lia20. 


e limitata superiormente la funxione 


\ 2 Se 
(8) alt + ea 2 ark | > 


e, su FA, con p costante posttiva, 


(9) MES es 

allora, per ogni soluzione u del posto problema di frontiera valgono le (6). 
Dai teoremi I e IL subito discendono i seguenti di maggiorazione: 
IV. Nelle ipotesi del teorema I od in quelle del teorema III, se w verifica 

la (9), per ogni soluzione u dell’equaxione omogenea E[u] = 0, biregolare in 

A+ FA, st ba: 


(10) iu(Ol< om estrsupra 


ie) | @), 
© 


in particolare, se B<[—1 e si pud porre w= 1 (e quindi se c<0, oppure 
C<0,4,,>>0 e J, /a,, é limitato superiormente) 


|u(X) | <estrsuprs | L[w]|, 


sc20=— 15 BS=0., 


|v (X) |< (CX) maxea| | of / mip, 


@ | dl 


d log : 
al 


Posto, invero, “=v, detto M lestremo superiore su FA di 
(Liat | =| Lofe]|,' si ha 


Ej — > [== tze : Bole | y= eles 
P o Pp it Ome 
US Lio] 
Lop — 2] = Lol jo M2lo[o] + Mo, 


Lal = = Spe “[elM =< Lo[vy]—Mso, 


(1) Con maxy f, ming f , estrsupy f , estrinfy f designamo il massimo, il minimo, 
l’estremo superiore, Vestremo inferiore di una funzione f in un insieme 1 


donde, in forza del teorema I o del teorema III, |v] <M/p, cioé la (10). 
V. Nelle stesse ipotesi, se esiste una funzione w(X), non negativa e bire- 
golare in A + FA, per la quale riesca 


(11) E,{w)<—1 pete Une) tied re <<) 

per ogni soluxione u della (1) biregolare in A+ FA, st ha: 

L [x] 
@ 


(12) le O@ ees ( estrsupra + w (X) estrsup, oA w (X). 


Posto, invero, M = estrsupra | L{u]/o|, N = estrsupa|f/o|, si ha 
E - ASE s ant M 
p a = N— Pah ae Dp = O, 


E [wo] M 


EB New +> o| = NEj[w] + 


= 0, 


E4|—Nw—% — o]=— NE, [o] Efo]M _ fi =>N pia 
7 oO Pp r2) @ 


Le Nu + 7-4 = NL,[w] + M—L,[v] <0, 
Ly|—Nw—¥—o| IND Ia] — =fel M— Lo[o] =o, 
donde, in forza del teorema I o del teorema II, |v(X)| =< Nw(X)+M/p. 

Ovviamente, & utile, per le applicazioni, possedere l’espressione di una 
_ funzione w (X) che possa essere adoperata per la (12) e la daremo in qualche 


caso particolare. Si verifica subito che, se, con a,b,o0,x° e 8 costanti, 
MisUliqay OOS 0, pO On oe ge 1 Pe 


2b 2b oO avy 
—d —(x,—x ace tN 
w(X) = 35 (6 ene 4c > 


la funzione 
soddisfa le (11) e si pud porre w=p =1, onde la (12) fornisce: 


ye 
|v (X) | S estrsupes | L [uv] | + ore ee estrsupa | f |. 


Deo Ai a 6 SOF CSO ta 0 Be Oppulet wi; = ae Oe 
b,=0,¢cxoe BD, é limitata, la funzione 


be 


82 — (xy — x°)2 5 
w(X) = Ge piers 


a 


soddisfa le (11) e potendosi ancora porre m=p—=1, segue dalla (12), 


ee 


| u (X) | < estrsuppa | L [wv] | + —— estrsupa | f |. 


ee eee UML Se Pew A A ee ee RR ne ee 


Sake i hace 
Se, per la funzione @ riesce E [o]/@ <—m< 0, con m costante, ed ¢ 
6 (X) <0, con la w(X)=r1/m si soddisfa le (11) € se é verificata la (9) 
Si avira 
Cae Kab CN) ee (4 estrsupra we 


I ts 
= estrsupa h } w (X). 
Se, con ¢c(X) = —m<o, B(X) <0, i coeflicienti a, e b, riescono 
limitati in A, sono, come abbiamo visto, soddisfatte le ipotesi del teorema I 
€ pertanto, se per una soluzione u della (1) si ha L[u]=o su FA, il 


detto teorema, applicato alle funzioni N/m—wu e —N/m—u, fornisce 
Pelegante maggiorazione : 
(14) [u(X) |< estrsups | f. 


2. — Equazioni totalmente paraboliche. — Considereremo tali 
equazioni [cfr. i lavori citati in “ a p. 1] nella forma 


Ou ~ : o2 u < ou 
(u5) Be Deu (Rs) ae + 2 (KD 9 + 


+¢(X,t)u—fX,t)=E[u]—f, 


in un campo B dello spazio S41) a r+ 1 dimensioni del punto (X, 1?) 
di coordinate x,,X2,°+:,X,,t, nel quale l’espressione E[w] si mantiene 
ellittico-parabolica non negativa. Della frontiera di B distingueremo due 
par. FB e FY BoP’ = FR PB, designando F’’B la totalita dei punti 
di FB per i quali sono verificate le seguenti proprieta: a) se (Xo, fo) ¢ un 
punto di F’’B, esiste un numero positivo e(Xo,f) tale che tutti 1 punti 
(X,2 per cui t=f, e X,X<p, appartengono a FB; 6) ogni asse 
spiccato per un punto (X,f) di F’B penetra in B se ha la direzione 
dell’asse t e verso contrario, penetra nel complementare di B se ha la dire- 
zione e il verso dell’asse t. Una funzione wu (X ,¢) sara detta soluzione, in B, 
della (15) se @ continua in ogni punto di B e di FB con le sue derivate 
parziali che compaiono nella (15) e verifica l'equazione stessa. Una funzione 
del punto (X, f) si dira regolare, biregolare, in un insieme C di punti, rispetto 
all’equazione (15), se, essendo continua in ogni punto interno a C e di 
F’”C, con le sue derivate parziali che compaiono nella (15), riesce, inoltre, 
rispettivamente, continua, continua con tutte le sue derivate parziali del primo 
ordine, in ogni punto di C—F”C che sia di accumulazione di punti interni 
a C. Cid posto, andiamo ad enunciare il generale problema di frontiera 
che considereremo per la (14): 

Sono definiti, in ogni punto X della parte F’B di FB.,-ua asse 1(X, t) 
penetrante in B e tre funzioni reali e limitate «(X, t),8(%,),¢(8,4), 
con la condizione che sia sempre 


re eo, | 8h O ee.) So: 


costruire, in B, una soluzione della (15), biregolare in B + FB , che verificht 
Pullteriore equazione : 


(16) LWSch )S+ 6h vas), FB 


Un avvicinamento dei ragionamenti fatti al numero precedente con quelli 
dei lavori citati in “) a p. 331, consente di pervenire facilmente, per il pro- 
blema ora posto, a teoremi analoghi a quelli qui ottenuti per le equazioni (1) 
e (4). Ci limiteremo a dare il solo enunciato di due: di essi. 

I’. Sia B limitato e¢ sia possibile definire wna funzione w(X, 1), positiva 
e biregolare in B+ FB, per la quale El riesca in B limitata supe- 
riormente ¢é 


Uo). <0 jesus er By 
allora, per ogni soluzione del posto problema si ha: 
(XN, }) a0 y Se. fi (Xd) ee O Fe? 2 OX Te 7 
di net) Of 186. f CCSD) == 0 Geleg Net) == 0x 
IV’. Sia B limitato e sia possibile definire una funzione w(X,t), posi- 
tivo e biregolare in B+ FB, per la quale riesca 


Bo) ao nye eee eeu ee 


ran! ®) 


: : 5 : Ou é : 
per ogni soluzione dell’equaxione omogenea ~- = E[u], biregolare in B+ FB, 
st ha: 
wo (X ,b) 
(hie bdo ase estrsupr p 


L [zw 
= 3 


belies 1. 


ee Re ee oa Re Vie. We al 
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Matematica. — Muove determinaziont per gl integrali delle 
eguaziont lineart a derivate parztali™. Nota™ del Corrisp. 
M. PIcone. 


Siano: A un campo, cioeé un insieme aperto di punti, dello spazio 
euclideo S;,) a r dimensioni, del quale diremo X un punto generico e 
X;,°°+, Xr le coordinate di questo, dim (X) , bm» (X) 6: (KX) (bk =1,°°° 575 
i =0,--+,”) assegnate funzioni reali del punto X, continue in ogni punto 
di A, f(X,#) una funzione reale, essa pure data, del punto X e di una 
variabile numerica ft, continua per X in A e per # qualsivoglia, ci propo- 
niamo di considerare la determinazione delle soluzioni u (X ,#) di equazioni 
lineari a derivate -parziali, d’ordine <n + 2, del seguente tipo generale: 


(x) >( 


5 Ria . I,?r P 
o2 ot u 7 Oo ofu of tl > 
> dm (®) a5 o5, ae + 2 Dae ae +X) Jase, 


i=0 A 


intendendo per soluzione dell’equazione una funzione reale u (X,?) delle 
variabili X e t che, con le sue derivate parziali che compaiono nell’equa- 
zione, sia continua per X in A e, per ogni X, al variare di # in un certo 
intervallo [T, (X), T.(X)], contenente lo zero, e verifichi l’equazione. 

Mi sono posto la ricerca — che, del resto, si offre del tutto sponta- 
neamente, comparendo nella (1) le derivate del 2° ordine rispetto alle x» 
e di n—mo rispetto alla t — di teoremi di unicita relativi a problemi di 
integrazione dell’equazione (1) quando alla soluzione si prescrivano condi- 
zioni del seguente tipo: Assegnate le funzioni ui(X)@=0, +++ ,n— 9 
a(X),6(X),v(%,0), le ui definite in A, le wef sulla frontiera FA di A, 
la v per X su FA e, per ogni X, al variare di t in un intervallo [t; (X), 
t,(X)], contenente lo zero, pur esso definito per X su FA, una soluzione u 
della (1) deve verificare le n condixioni iniziali, rispetto at, 


ot u Z : 
@) (Se ae) © Gao, yn 9), 
2, rispetto al punto X, la condizione di frontiera 


(3) L [uJ] =a(X) 4 +8 Rv =r(%,A, 
per ow osu VAY 5c TAC ea Se te CNY 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo. 
(2) Presentata nella seduta del 3 dicembre 1938. 


a AO 


ove designa un asse assegnato in ogni punto X di FA, in cm sia a=-0, 
indipendente da t, spiccato per X e penetrante in A“, 

Scopo della Nota presente é appunto quello di far conoscere i notevoli 
risultati che mi ha dato la ricerca sopradetta, i quali, a mio avviso, aprono 
nuovissimi attraenti campi di indagini esistenziali relative alle stabilite con- 
dizioni atte a determinare le soluzioni della (1). Si scopre che vi sono 
classi di equazioni del tipo (1) per le quali le condizioni (3) alla frontiera 
sono sovrabbondanti! Si consideri, per esempio, |’equazione 


Oo” 1 02 u 7 
(4). = Ox2 =f(x,24), 


per x variabile nell’intervallo (x’, x’’) dell’asse x. Per n= 1, la determi- 
nazione di una soluzione della (4), con la condizione iniziale 


WK sO) aula Ok ise DCL aTEKmae  eNe, 


e di frontiera 


(5) WAS eh) a0 (EN Syke mete (ae eed 00) ee ee ene 


con 7 costante assegnata, e, com’e noto, conseguita nel dominio rettango- 
laren” dels piano i, 1) idipintr-estremin(yo yx, Perineal 
determinazione di uw € conseguita, com’é noto, nello stesso R, quando si 
prescrivano le condizioni iniziali 


(6) UC Kis O) sea the (SY PVs 8 2 Ws OPS O) =a en ee Del cam cena ae 


e di frontiera (5). Perd qui si. presenta la notevole e ben nota circostanza 
che gid le sole condizioni iniziali (6) valgono a determinare w nei punti 
di R contenuti nel triangolo limitato dall’asse x e dalle rette (caratteristiche) 
x—t=x',x+t=x«", Ebbene, ecco un risultato, contenuto nei sopra- 
detti, che, nel campo non analitico, io reputo assolutamente nuovo ed 
inatteso e gia, per quanto particolare, meritevole di ricerche esistenziali: 


Non appena é n>>2, le sole condizioni iniziali (2) valgono 
a determinare la soluzione u nella semistriscia x*<x<x" 
> 0.05 50° WE POrt, (MCLG! SURES C1 dak = Kee ae 

Possente strumento, nella ricerca compiuta, ha fornito la trasformata 
di Laplace della soluzione a intervallo finito d’ integrazione. L’ introduzione 


2) 


(1) Supporremo dunque, in ogni punto X di FA in cui sia w==0, il campo A 
cosiffatto che sia possibile spiccare per X un asse 7 in modo che su questo esista un 
punto Y tale che il punto Y stesso ed ogni altro interno al segmento XY appartenga ad A. 

(2) E, sol che si rifletta un istante, ci si convince anche che, per tali ricerche, i 
metodi classici non sono utilizzabili! 


— 341 — 


di tale trasformata mi si ¢ presentata“) nelle ricerche dell’ Istituto Nazionale 
per le Applicazioni del Calcolo e cio constato, mi sia ‘consentito il dirlo, 
col pi alto mio compiacimento, potendo cosi ancora una volta mostrare, 
nel mondo della Scienza pura, di quali cospicui apporti alla Matematica 
puo esser capace il suo incondizionato cimento nei problemi dell’alta Tecnica, 
diuturnamente in opera presso l’Istituto che ho lonore e la fortuna di 
dirigere. 


1.- Un teorema di crescenza sulla trasformata di Laplace 
a intervallo finito Wintegrazione. — Sia f(t) una funzione, reale o 
complessa, della variabile reale ¢, per la quale funzione esista una costante 
reale x, tale che il prodotto f(¢)e~*' riesca sommabile nell’ intervallo 
(0 , co); con la posizione 


p= Seen ii 


si definisce la trasformata di Laplace della f(t), di parametro z, la quale, 
posto x =x + iy, & funzione olomorfa di z nel semipiano x > xo. Orbene, 
secondo un bel teorema di Phragmén) si ha, per ogni t>>0, 


x—>+0k=1 


v fee) a 
[ foa= lim > So & fee), 


e se ne deduce: se, per un certo t>0, riesce lim (e** f* (x)) (per x> + 00) =0, 


st ha [ f(t) di =0, e quindi, per la trasformata di Laplace della f(@): 


ie) 


f°) =[ servant, 


a intervallo finito d’integrazione (a,b), la quale ¢ ovviamente funzione 
intera di z, il seguente importante teorema di crescenza: 

I. Se, supposta f(t) sommabile nell’intervallo 1 compreso fra i punti ae 
b (azb), si ha, per x reale e del medesimo segno di b—a, definitivamente 
al tendere di |x| all’ infinito, 


< Kx |rerl*l, 


jer f(x) | = ul oeIOL 


(1) Ne ho fatto cenno anche nella mia Nota: Sulla trasformata di Laplace. Questi 


«Rendiconti», vol. XXI, ser. 6*, 1935. ; 
(2) Cfr. G. Dogrscu, Theorie und Anwendung der Laplace~Transformation. Springer, 


Berlin, 1937, p. 133. 


= BAe roe 
con K, p,q costanti e p<|b—al], se ne deduce 


[fOu=0, per t inI e |t—a/=|b—a|—p, 


e pertanto f (t) =0, in I, se vi é analitica, e, quando sia p=0, f(t) quast 
ovunque nulla in 1. 

Si ha, invero, se b >a, posto T=b—a,t=a+5,9(s)=f(a+s), 
Paces Petes cea La 


@ | 
[ec 909 del carer 


definitivamente per x > + 00, e quindi, pr om” o< T—p, 


j : x9 e(p + 6) * 
seu caval eg Nea Gon nig 
=e ois 
x—> +00 x—>+00 


donde [ a Gye \), 


oO 


2. - Teoremi di determinazione per gl’integrali dellV’equa- 
zione (1). — Designeremo con E; l’espressione differenziale del secondo 
ordine, nella derivata 3 1/0‘, che compare al primo membro della (1), con 
v..(X) il minimo e con w/(X) il massimo valore della forma quadratica 
Diy ditk Ay Ae quando sia A; = 1. Siano T,(X) e T.(X) due funzioni 
definite. nel. dominio A> FAL € siassempre l= Teen 1 a ie peur 
in A, il dominio dello spazio (X ,1#) luogo dei punti per cui X ¢ in A+ FA 
e T,(X)<?t<T, (X&), sara detto normale, di base A e relativo alle fun- 
xioni T, (X) e T, (X) e indicato con la notazione D[A, T, (X), T. (X)]. 
Una funzione @(X,?) sara detta regolare nel dominio D[A, T, (X), T.(X)], 
rispetto all’equazione (1), se, per X in A, é continua con tutte le derivate 
parziali che compaiono nell’equazione e, per X in A+ FA, @ continua con 
tutte le derivate parziali 


ai : dt 9 ‘ of 

Cee Oras ee ome a 

We Bp 2s SESS apis Og Yo a ee aa 
(Oi ant >f 3. b= 0,-5+,m-—1). 


(1) Devo al dott. W. Grosner, dell’ Istituto Nazionale per le applicazioni del Calcolo, 
il fruttuoso suggerimento di valermi del teorema di PHRAGMEN per dimostrare il teorema I 
del testo. 


mas ieares 


Cio posto noi vogliamo considerare il seguente problema generale: 
Sono assegnate, in A, le funzioni ui(i=O,+++,n—1)e, su FA, le 
funzioni «,8,7:,72,U, essendo 7 SOX, definirein A+ FA due fun- 
xiont regolari T,(X)e T.(X), coincidenti su FA, rispettivamente, con v, ¢ T2 
Cine ctel tis Hescdiel (CN) =O, 1, OC) ca 05s CX) el (XK) rere) 
dominio normale D[A,T,(X), T. (X)] wna soluzione della (1), ivi regolare, 
verificante le condixioni iniziali (2) e la (3) su FA. 
Designando T(X) una fissata qualsivoglia delle funzioni T,(X) e 
T, (X), 7 CX) la corrispondente fra le t, e t,, per ogni punto X di A+ FA 
.introdurremo la seguente trasformata di Laplace della w: 


T(X) 
HS) = | ehh) —Aw (Kt) dt. 


fe) 


Se, tutte: le" mu; (4), sono. -aulle «si ha u@"(47,.0) == we (X40) == 
=u (X ,0) =0 in A e pertanto, per X in A e per 11: 


vile t—tI 


| TD dt = ut + S x wl—-1-9(X,T), 


s=0 
” 
ie) 


a i ie i—I 
| ed(T—2) yh ar = { a ead eee ou ~ dt ue DS rs yi— 2 —s)h CX, iby bs 


s=0 
oO ce) 


“T ft Ba 
| ed(T —1) (4) hk r= { er (T—1) - — dt ty AS yG—1—5) bk (xX, SEDs 


02 
,° == 0) 
ed 
oO oO 


Dalla (1), postovi f(X,#)=0, si trae, per ogni punto X di A, 


aT 


| aero YB [S) ai oe 


7=0 
. 
ie) 


cioe 

: T 
(7) ¥(Soun] Cees %G; — + Stn nf oro 2 at + atu) = 
— B (Soa Se ue—1-9 KT) + Lou B weal, T) + 


Gs S NO CE es 1) = > ¥P:(X), 


s=0 


ey DNL aN Tm SRP ae oe 
? v AN Nt i‘ 


ei oi 


avendo designato con P;(X) certe funzioni continue in A + FA, indipen- 
denti da A. D’altra parte un calcolo di derivazione fornisce 


T 
Ou ou™ oT oT 
MI dt = = — 1 Su eS 
i : ah om, r Eee 2, 7 OS rae ly be 


Oo 


Ea il. 
aes u os 32 u* a or odu* ie oT du* ae 
= » OX, Ox, OX, ax, Ox, ox, Ox, 


ot jel 62 T OT oT o2T 
2 nae ; 7k es = 
a ¢ Ox, OX, ; OX, OX, . Gar (? Ox), OX, Ox), OX, )e Bea 


= W(X, Ae (xe TES, Lye 


e si deduce, pertanto, dalla (7), che u* verifica in A la seguente equazione: 
nt2 


(8) Soak ge +E nK NH $eKDut= ZA), 


OX), OX}, a 
avendo indicato con Q;(X) certe funzioni continue in A + FA, indipen- 
denti da A, e posto 


Ahk (X 5 A) = ge Qikk (X) NG 5 


~7=0 
, 
oT i 
Ox, 2 


n+2 


(X= 3S @— A(T] 44K (T)¥= ¥ GT] ¥ = 


i—10) = 


= 60+ (—He[T)4 + ¥ GH. [T] + KT) 9+ 


n 


b(X,N)= > (bs Naa 
a 


z7=0 


(Kc fl} HAT) 8 Ke Pda 


[es = San oe reer Shu = SHA eS a. 


b h,k 


Laddove, dalla condizione (3) su FA, postovi v=o, si deduce la» 


seguente per u* 


du* puncinl. \eas ( 
(9) «(X)— +(8) m0) or) u” =="9. GX’) egg ney per Aeon 


so hei CL Pb Turd Nae eis J ee UM bor a aS 2M 
ry i e ” ’ 4 4 “! ?" 5A 


The ae aaa 
Designeremo con FeA quella eventuale parte di FA in cui é 7=0. 
Si ha w* = 0 su F°A, onde possiamo dire che u* verifica su FA l’equazione : 


(10) Lt] a’ (X) SH 4 eK aut = 0' OO, 
con 
=O. 8B S31 eet pe Pete reste ae 


ooo, 6’ =B—da ; v= an(X,T)— , per X su-FA—FoeA. 


AlParbitrario parametro A diamo ora valori reali e del segno di T e 
supponiamo che sia sempre «0 su FA e possibile la scelta della T (X) 
in maniera che, per | A|—> oo, riesca definitivamente: IT) per ogni X di A 
definita o semidefinita positiva la forma quadratica 


> Abe (X ’ i) Bh = »3 We ¥ idk (X) Ay Ap i 


~=0 hyk 


nei parametri reali A,,---,A,, IL) dette p e g due costanti positive, 


C(X A= 95 in A BX, A) Sp, st EAS 


Se ne trae “) dal verificarsi delle (8) e (10), supposto A limitato e 
detto Ns il massimo di Q;(X) in A + FA, M il massimo di | v'|, 

M 

Tee ee 

p 

e pertanto uw = 0, in virtu del teorema I, donde l’unicita della soluzione, 

per il posto problema, nel dominio D(A,o, T). 
L’importanza del risultato a cui siamo pervenuti puo forse meglio 
essere avvertita considerandolo in qualche caso particolare, ed € cid che 


andiamo a fare. Per una funzione f(X) definita in un insieme di punti I 
designeremo con 


af(X) , af), 


gli estremi inferiore e superiore nell’insieme I. 
Sia, in primo luogo, 


(LY) ea Cn (CA) =05 


(1) Cfr. Picone, Nuove formole di maggiorazione per gl’ integrali delle equaxtoni lineari 
a derivate parziali del second’ordine ellittico-paraboliche. Questi « Rendiconti», vol. XXVIII, 
1938-XVII, teorema V, formola di maggiorazione (13). Citerd nel testo tale lavoro con 


la notazione (N). 


abe he 


e +(X) costante di valore +. Se si pone T(X)=r, si ha c= eo + 
Ceducbieks iF ile Ch ee BCX) iy vies 0. donde, se si fa ricorso 
alla formola di maggiorazione (14) della mia Nota (N), gia citata, il teorema 

Il. I] campo A sia limitato e en | din | » &A |bn| , acc +oo, verifi- 
candosi la (11) €, con “=O, essendo BO, a+ |B |>>0; allora se 
ey wi, (X) >> 0, oppure ey p(X) 20 (per is n), comunque si dia la costante 
posiliva 7, nel dominio D(A,0,7) sussiste il teorema d’unicita. Nelle stesse 
ipotesi, sia n pari e ex | ci| << + 00 (pera dispari); allora se es Yn >> 0, oppure 
& din =O (per i dispari) ex pi 220 (per 1 pari), comunque si diano le co- 
stanti tT, <0 € T, 220, CON <7, nel dominio D(A,7:; T) sussiste il 
leorema dunicitd. 

Sia, in secondo luogo, 


Anbk = An 1, bk = On, =O CN FS ey ess ® 


con che l’equazione (1) riesce d’ordine m e si scrive 


V— 2 


fu . Oo om—l 4 on — 1 4 Oo” u a fas 
y ait . | | = 
(12) : es ou | } Pn 14h ox, om—t | Yea eee mk T= {(X39, 
i= y=. 1) 


e si ha Cy4,[T]=C.42[T]=0. Il teorema V di (N) merce la formola 
di maggiorazione (13), da luogo ai seguenti: 

Ill. Sia A limitato, c= 0 e sia possibile definire in A + FA una fun- 
zione regolare T (X), coincidente con 7 su FA, positiva in A e, designando ¢ 
una costante positiva, verificante ivi la limitazione: 


1 fe I YG 
: oT 2 ot dal 
(13) Chit) SG ans —— + 2 an—2, th Ae a <—eé 
h Xp hyk OM pe 2G 


Se teas pon B(K)—<0, d Lidl=o 5 sa FA Pek ex Ci [T]< + 00 
Cp) oe an ee ey us > — co Gn — 3), oppure pi 220 
(i<n—2), allora nel dominio D (A,0,T) sussiste il teorema da’ unicita. 
Se a=o su FA—Fe°A il teorema sussiste anche senza la condizione 
dT/dl==>0 su FA—F°A. Se era_roa% 0 , era_roa (dT /dl) >0, il 
teorema sussiste comunque sia data B. 

IV. Sia A limitato e n pari, t%1 <0 , 7% 0 e sia possibile definire in 
A + FA due funzioni regolari T,(X) ¢ T.(X), verificanti la (13), la 
prima <0 ¢ =7,(X) su FA, la seconda S=0 e =7,(X) su FA, essendo 
T, > T,.in A. Detta F° A quella parte di PA in cui t,=0 , F)A quella parte 
in. COL 0 oy "Onn Se era—Foa Fea B CO , dd dl 05 su FA Fos, 
dT, /dl=0, sw FA—F°A, 2 C.[T,]< +eo, aC [TJam+og pari), 
ea Ci[Ts] >— co ( dispart), 6x Ung, > Ov sien te Ot ee 2). 
eh pi <-+ co (i dispari), oppure ain, = 0 (i dispari), ex wi 20 (i part), nel 
dominio D(A,T,, 7.) sussiste il teorema @umeita, 


el ad 


V. Se, per il campo A, per la funzione T e¢ per Vequazione (12), sono 
verificate tutte le ipotesi del teorema III, prescindendo affatto da quella relativa 
al segno di dT /dl, ed é t=0, una soluzione della (1 2), regolare nel dominio 
D(A,0,T), riesce ivi determinata dalle sole condizioni iniziali C)aenper 
A,T;,T. @ per la (12), sono verificate tutte le ipotesi del teorema IV, pre- 
scindendo affatto da quelle relative ai segni di dT ,/dl e dT,/dl, ed ¢ +, =7,=0, 
una soluzione della (12), regolare nel dominio D(A, T,, 7.) riesce ivi deter- 
minata dalle sole condixioni inixiali (2). 

L’equazione a derivate parziali, nella funzione T, 


a Wight 1 ACE 
oT oT oO 
Ge [T] = en — B bn sy +B tus Z = 0,5 
h ‘i hi ik 


OX, OX, 


€ quella delle ipersuperficie caratteristiche, in rappresentazione ordinaria, 
t= TX), per lequazione (12), ed ecco dunque che, con la condizione (13), 
ci appaiono, in modo nuovo, le ipersuperficie caratteristiche dell’equazione, 
come atte a delimitare, in ipotesi e con modalita che qui rinunziamo a pre- 
cisare, 1 dominii di determinazione delle soluzioni di questa! 

Dal teorema V si deduce poi subito, per esempio, il seguente che 
concerne il caso che il campo A sia tutto lo spazio Sq). 

VI. Tutti i coefficient della (12) siano limitati in Sqy e vi sia bn —1,, = 0 
e, con me M costanti positive note, 


I4r Ty? 
tie, Day He DH , 
h sk D 


nonché 'n—.> di estremo inferiore positivo in ogni campo limitato, assegnando 
ad una soluzione regolare della (12) le sole condixioni inizial (2), in Sqy, 
essa riesce determinata per t=0 e, se n é pari, per t qualsivoglia. 

Siano, invero, Xo(x7, ++, x, ) un punto di Sq), tf un numero posi- 
tivo e determiniamo R positivo, talmente grande, da risultare 


—m+ 1/R?<c—m/2,t<R/2M. 


Detta A l’ipersfera di centro in X, e di raggio R, e posto 


¥ 


PODS gam | 2 8) 


nel dominio D(A,0, 7), che contiene il punto (X.,%), sono soddisfatte 
le ipotesi del teorema V, ed & quindi w(X.,f.)=0 se wi CO) = On(vsen) 
in A; 


RENDICONTI. 1938, Vol. XXVIII. 24 


Pr BAC 
Si abbia, in ultimo luogo, 


Anhk = Ore == On 2, hk = Din — Deer ==10 5) (h Jk a I a7 * ones 


con che l’equazione (1) si scrive 


0 on—2u On—2 4 


sonny of ut | i“ 
(14) 2 E; Ea 5 2 by — a1 Ox, Otn—2 a Cn—2 oln —2 air 


Ou—1 4 on 1 
Omi r on om iE 


+ Cn —1 


sussiste, allora, per esempio, il seguente teorema: 

VIL. Siano etn (X)<0,¢4 Br; (X) > 0 2, in A, limitatt tuiti 4 
coefficienti della (14), una soluzione di questa, regolare nel dominio D (A,0,+ co), 
vi riesce determinata dalle sole condizioni iniziali (2) e, se n é pari, wna tale 
soluzione riesce determinata nel dominio D(A,— oo, + ov). 

Rappresenti, invero, @(X) una funzione, regolare nel campo A, che 
possiamo supporre limitato, nulla su FA e positiva in A, e si ponga, con 
k costante, T (X) = k@(X). Comunque si fissi un punto (X,,%.), con Xo 
in A e f)>>0, si pud dare a k un valore positivo talmente grande che 
risulti T (X,) >>‘, cioé il punto (Xo, fo) interno al dominio D(A,0, T), 
ed in tale dominio sono soddisfatte tutte le ipotesi del teorema V. 


Zoologia. — Adatiamenti biologici di alcuni Echinodermi nel Canale di 
Suez. Nota del Socio A. Russo. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


SGA 
MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — <A/cune determinazioni di una superficie 
at Veronese. Nota di C. P. Bocpan, presentata “ dal Corrisp. 
E. Bompianl. 


1. E conosciuto un risultato dovuto a C. Segre), secondo il quale 
una superficie di Veronese ¢ determinata da due delle sue quartiche. Rosati %) 
ha poi mostrato che vi sono quattro superficie di Veronese passanti per una 
sestica ellittica dello S;. Fin adesso non si conoscono altri casi di determi- 
nazioni di una tale superficie. 

In quello che segue io esporrd diverse altre determinazioni di una 
superficie di Veronese mediante coniche, punti e piani tangenti “, 


2. Tenendo presente i teoremi‘) relativi alla omografia fra gli S, 
che proiettano dai piani delle coniche i punti di una superficie di Veronese, 
e alla omografia determinata da un piano tangente variabile di una tale 
superficie su gli altri piani tangenti, si perviene a questo teorema: 

Cé una e una sola superficie di Veronese tangente a tre piani dati in tre 
punti fissatt e passante per un altro punto (o.tangenle a un altro piano). 

I tre piani devono essere incidenti a due a due e stare in un S,. 

Come conseguenza di questo teorema abbiamo: 

Vi sono 003 superficie di Veronese tangenti a tre piani dati in tre punts 
fissati. 


3. Utilizzando gli stessi teoremi si puo vedere che le condizioni di Segre 
sono troppe. In generale per due quartiche, anche incidenti in quattro punti, 
non passa alcuna superficie di Veronese. Infatti, se le due quartiche sono 
incidenti in quattro punti, i piani determinati dalle tangenti alle due quar- 
tiche nei loro punti comuni devono essere incidenti a due a due. 

Il teorema di Rosati é piu espressivo perché richiede meno ed afferma 
Vesistenza di quattro superficie di Veronese per una sestica ellittica (di S,). 

Possiamo dimostrare che: 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1938. 

(2) Bertini, Introduzione alla Geometria proiettiva ecc., ed. Il, p. 422. 

(3) Rosati, Sulle sestiche, ecc. «Rend. Istituto lombardo», 1902. 

(4) Questi risultati saranno prossimamente publicati in esteso in un articolo nelle 
« Annales scientifiques de l'Université de Jassy », dove daro Je dimostrazioni geometriche, 
che permettano caso per caso la costruzione effettiva delle superficie di Veronese. 

(5) BERTINI, op. cit., p. 413. 


7 an Dems 


Per wna quartica e wna conica incidenti in due punti ed appartenenti ad 
un S, passano due superficie di Veronese. 

Questo caso & pili particolare di quello di Rosati, in quanto qui si ha 
una sestica spezzata, ma non @ contenuto in quello. 

Do qui una dimostrazione analitica. 

Se7x; G==5 23, 45.55 0) sone coordinate proiettive omogenee di un 
punto dello S,, le equazioni parametriche di una superficie di Veronese sono 
della forma: 


(1) xp = iy A + aj re + G3 Bw? + Oi, BV 4+ Gis VY? + dis VA. 
Possiamo scegliere la piramide di riferimento tale che la quartica sia 


CU, OF 1 5 hn ig a eg a aaa ates K=O) 


e che la conica sia [(x,.%,—x;=0 %, = %; = %,=0). 
Ponendo la condizione che la superficie (1) passi per la quartica C’ 
per Av = uw? e per la conica [ per up = 0 si ottiene: 


(2) yp SH DN Ma 5 Kye (L, Ke SU 5 7, Ke I) 


e abbianto cosi le due superficie di Veronese soddisfacenti le condizioni 
richieste. Si vede subito che Pomologia armonica 


' 


(3) %1 = eX: 5 Xo = XD 5 X3 = OX; 5 My = PX, 5 Xs = Os 5 Xp = — PNo 


di asse lo S, della quartica (xs = 0) e di centro il polo Ag(ooo001) di 
questo S, rispetto alla conica [ cambia fra loro queste due superficie. 


_ 4. Se-i due punti d’incidenza della quartica e della conica coincidono, 
cioé se la conica ¢ tangente alla quartica, abbiamo il seguente risultato 
che é verificato subito se nella dimostrazione precedente come conica I pren- 
diamo la conica 


LD (ye Sn a ee ye 

Per una quarlica e una conica tangente in un punto ed appartenti ad un S, 
passa una sola superficie di Veronese. 

Si poteva dire anche prima che ¢’é una sola superficie, perché in questo 
caso l’omologia armonica che cambia fra loro le due superficie di Vero- 
nese ¢ degenere perche il centro appartiene all’asse. 

Si vede subito che: 

Vi sono co! superficie di Veronese passanti per una quartica e tangent 
in due punti di essa a due piani incidentt in un punto (passanti per le tan- 


genti alla quartica nei punts rispettivt) e non appartenenti allo S, della quartica. 


y- Il teorema ora dimostrato & vero anche se la quartica si spezza in 
due coniche incidenti in un punto. 

In questo caso abbiamo il teorema: 

Per tre coniche incidenti a due a due in un punto ed appartenenti ad 
un S; passano due superficie di Veronese. 

Siano, come sopra, x: (i = 1,2, 3,4, 5, 6) coordinate proiettive omo- 
genee di un punto dello S,, e 


Xi Oi: +4,,rAn+4;,w + ai,uvta,v?+aicvA (i= P25 4 eo) 
le equazioni parametriche di uma superficie di Veronese. 


Possiamo scegliere la piramide di riferimento tale che le tre coniche 


date siano: 
Pei a Os XR are 0) 


DP, (x; *,—x 


TD; (x, x; — x 


| 
e) 
2 
an 
| 
iS 
! 
tas 
iS) 
| 
(e) 
WH 


Poniamo le condizioni che la superficie passi per la conica I, per v=o, 
per la conica I, per A= 0, per la conica I; per » = 0, e tenendo conto 
che le tre coniche stanno in un S,, con conveniente cambiamento di para- 
metri si ottengono le due superficie, di equazioni 


Dey Ga ee tee ew Nera Pee oY elect is el) aR eS ie Pak) 


Si vede che abbiamo tre omologie armoniche che cambiano fra loro 
le due superficie. Queste omologie hanno come asse uno dei tre S, deter- 
minati dalle coniche prese a due a due, e come centro il polo di questo S, 
rispetto alla conica rimanente. 


6. Si sa™ che i piani tangenti a una superficie di Veronese nei punti 
di una conica stanno in un S,, detto iperpiano tangente doppio della super- 
ficie, e ivi formano una V}. Questa varieta é l’intersezione della Vj ]uogo 
delle corde della superficie con Viperpiano tangente doppio. 

Si puod vedere che: 

La varieta V3 dei piani tangenti a una superficie di Veronese nei punti 
di una conica, si ottiene considerando le rette che congiungono 1 punt corri- 
spondenti di due piani omografici fra loro. I piani della varietd segano queste 
rette in punteggiate omografiche. 

Dunque questa variet’ pud essere determinata se si stabilisce una omo- 
grafia fra i punti (tangente) della conica e i punti di una retta che non 
ha nessun punto comune con il piano della conica. Siccome l’ordine della 
varieta é tre si vede che bastano quattro piani tangenti perche sia determi- 
nata una tale retta, e quindi perche sia determinata la varieta. 


(1) BERTINI, op. cit., p. 412. 


eo ae 


Dunque per determinare |’intorno del prim’ordine di un punto qua- 
lunque della conica, basta darsi gli intorni del prim’ordine di quattro punti 
della conica. 


7. Supponiamo adesso che due delle tre coniche date divengano infini- 
tamente vicine. Cid vuol dire che si danno gli intorni del prim’ordine dei 
punti di una conica, dunque i piani tangenti lungo la conica. Come abbiamo 
visto occorrono percid i piani tangenti in quattro punti della conica. 

In questo caso abbiamo il seguente teorema: 

C’é una e una sola superficie di Veronese passante per due coniche date, 
e tangente in tre punti di una di queste coniche a tre piani dati (e inoltre al 
piano delle tangenti alle due coniche nel loro punto d’incidenza). 

Nel primo caso, quando le tre coniche erano in una posizione qualunque, 
si poteva dire che le tre coniche sono l’'intersezione di due superficie di 
Veronese. 

Ma se due delle coniche divengono infinitamente vicine muovendosi con 
continuita, la stessa conclusione sarebbe erronea, perché in questo caso c’¢ 
una sola superficie di Veronese passante per le tre coniche. 

Dungue dare due coniche in una posizione qualunque, non € equiva- 
lente a dare due coniche infinitamente vicine. 

Si poteva dire dal principio che non c’é che una sola superficie. Infatti 
in questo caso le omologie armoniche che cambiano fra loro le superficie 
sono degeneri, perché il centro dell’omologia appartiene all’asse. 


8. Si sa che lintorno del. second’ordine di un punto di una superficie 
di uno spazio S,(r == 5) determina il cono di del Pezzo di quel punto, cono 
che contiene i piani osculatori di tutte le curve della superficie passante per 
il punto considerato. 

Questo cono & il luogo degli co'S; = S (1, 2) come |i indica il Bom- 
piani. Questi S (1,2) contengono tutti i piani osculatori alle curve della 
superficie passante per il punto e ivi tangenti a una retta data. Essi sono 
dunque determinati dal piano tangente e da un piano osculatore di una curva 
qualunque passante per il punto e tangente alla suddetta retta. 

Per la superficie di Veronese possiamo dunque considerare per ciascuna 
tangente il piano della conica della superficie tangente nel punto considerato 
a quella retta, e questo piano insieme con il piano tangente determina lo 
S (1,2) corrispondente alla tangente considerata. 

Possiamo dunque concludere: 

Il cono di del Pezzo di un punto qualunque di wna superficie di Veronese 
contiene la superficie. Esso coincide con il cono che proietta la superficie dt 
Veronese dal piano tangente nel punto considerato e, quello che é lo stesso, con 
D iperquadrica polare del punto considerato rispetto alla V4 delle corde della 
~ superficie. 


EONS Le 
Questa proprietd & caratteristica, perché la superficie di Veronese é la 


sola superficie dello S, che appartiene a co? iperquadriche. Ella: appartiene 
a oo’ iperquadriche. 


g. Due coni di del Pezzo hanno comune una V3, che é la varieta otte- 
nuta se si proietta la superficie dal punto comune dei due piani tangenti 
vertici dei coni. 

Tre coni di del Pezzo hanno comune una superficie, che ¢ la super- 
ficie di Veronese. Infatti questi tre coni non possono formare un fascio, 
perche le iperquadriche di un fascio passante per la superficie sono le prime 
polari dei punti di una retta rispetto alla Vj, e una retta non pud avere 
piu di due punti comuni con una superficie di Veronese. I coni di del Pezzo 
sono le prime polari dei punti della superficie. 

Se i tre punti appartengono a una medesima conica della superficie, 
al?infuori della superficie, i tre coni hanno comune anche il piano della 
conica. 

Dunque anche V’intorno del second’ordine di una conica determina la 
superficie di Veronese, e basta dare gl intorni del second’ordine di tre punti 
perche sia determinato lintorno del second’ordine di un punto qualunque 
della conica, e perche sia determinata la superficie di Veronese. 

Se tutte tre le coniche divengono infinitamente vicine, ¢ determinato 
Pintorno del second’ordine della conica, e quindi una superficie di Veronese. 

Abbiamo dunque il teorema: 

Per tre coniche infinitamente vicine passa una e una sola supreficie di 
Veronese. 

Da quanto precede risulta pil esattamente che: 

Se due superficie di Veronese hanno in comune una conica e hanno un 
contatto di second’ordine in tre punti di essa, le due superficie coincidono. 


Baas) tie 


Matematica. — Zstenstone dell’ identita di Picone alla pin 
generale equaztone differenziale lineare ordinaria autoaggtunta. 
Nota di G. Crmrno, presentata ‘ dal Corrisp. M. PIcone. 


In una Nota di egual titolo precedentemente apparsa in questi « Rendi- 
conti » @, ho comunicato il seguente risultato : 

Se, in un dato intervalloa=x =b, le funzioni u,(x) , U2 (X) 5+++, Un(X) 
sono linearmente indipendenti e verificano Vequazione differenziale %) 


(1) hee One) Oe cee 
k=o 


ove si supponga la continuitd in (a,b) di tutte le derivate che figurano nel- 
Pequazione stessa, e cioé quelle di ordine =k per 0, (k =0,1,-+-,m) e quelle 
di ordine =2n per le ui, se imoltre, in un dato punto & di (a,b) risulta 


(2) a(E)= 0, (k=0,1,+++,n—1;i=1,2,---,n), 


se infine y(x) é un’altra funzione continua in (a, b), imsieme con le sue derivate 
dei primi n ordini, sussiste P identitd 


(G3) » 0" — 8, (= yee iene (= dA 


dove con W si indica il determinante wronskiano delle funzioni scritte in [ }, 
menire A rappresenta una certa espressione differenziale raxionale nei coefficienti Ox, 
nonché nelle u:,y, la quale si annulla in ogni punto in cui y & zero insieme 
con le sue derivate dei primi n — 1 ordini. 

Circa la verifica della suddetta identita, mi si é fatto osservare che 
non avevo data alcuna indicazione sul modo in cui si sarebbero potuti 
svolgere i relativi calcoli, mentre cid sarebbe stato invece opportuno, dato 
che questi, riuscendo assai complicati, apparivano difficilmente accessibili; 
pertanto mi sono finalmente deciso a pubblicarne il completo sviluppo in 
una forma tale da renderne agevole il controllo. 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1938. 

(2) Vol. IX, ser. 6*, 1929, pp. 524-526. 

(3) Avvertasi che, nelle equazioni (I) e (IL) della Nota citata in (2), va aggiunto 
il fattore (—1)"—} sotto al segno di Y, i coefficienti ivi indicati con 6» sono qui 0}. 


eegrc  p Saare 


1. Cominciamo con lintrodurre alcune notazioni abbreviate. Indiche- 
h 


le 


W = W [u,, U2 ,+++, Un] alla linea wu, +--+ 0) law), uw, ++, uw 


remo con 


il determinante che si ottiene sostituendo nel wronskiano 


> 
bie ie 
Ree 

stituendo nel medesimo wronskiano W alle due linee 1,0, --- uM e 


ur), ues). - +, 0x) rispettivamente le UP) UM), » 6 +, WO) © ur), UChr) 6 ula) 


analogamente, indicheremo con 


il determinante che si ottiene so- 


. 


E chiaro allora che risulta 


h Oo , per OH=k=an—1 , h=Ek, 
tel a ts pet poate, 
| Ree PCr ty == eee 
He): | & : per b= Fe, 
Ce Tepe gis, 2 
ay AVS 21 Dele Pree) eet ne 
O-, per O=kh=w—1', kab , k==hy, 
\ oppure 0 =k, =n—1, kh, ==bh , kr =E,, 
ee rare ae h +h, 
re ees Ro kk 


E pure manifesto che sussistono le seguenti regole di derivazione 


h 


, 


() pia h h —1 h,n—t1 Ae n— I 
k k+ 1 k k,n n 
er ah ‘ 
(ove si presentino i simboli |» oppure |>—7-| con ) = —1, 0 con 
i phy 
h, =—1,0conb=h,, si conviene, per definizione, che essi valgano zero). 


Consideriamo il determinante di ordine 2 seguente: 


Hy Uo sie aii = fh; ATT Se ay 
ul, i, ie ig She —= Hf, =; ie 
— m—=2)) , u—2 _ 4,(1— 2) yy) t— 2) te ee 2) 
Le?) ee 1 ul u6 
2) 
Us > Un Uy > 2Oe eg 
u eee es Uy I; U» Up 
i") uC”) = 4) uu) uO”) uc") 


SSE ee 


nel quale pensiamo sostituita alla linea u(),u0,- + uw), —u), —u,+++,—u 
un’altra linea del tipo wu), u),-+-, uM, uP, u,-- 0), BURG tf due 
fissati indici, con 0=iz=n—2,j=n+1. Il Tees ee cosi definito 
& zero, come immediatamente si riconosce sviluppandolo secondo i minori 
contenuti nelle prime m—1 linee; si deduce pertanto 


1 


j 


ma iM 


j 


n—I 1,n—I 


Pee 
pal 


=0, 


1 n 


perché Vespressione Ki; qui scritta, a meno del segno e del tattore sa"; 
non é altro che quello che si ottiene sviluppando il detto determinante 
secondo i minori contenuti nelle prime m colonne. 


2. Deduciamo ora alcune relazioni che devono esser verificate dalla 
n—pla di funzioni wu; (x). E anzitutto 


u—1n—Y¥V en eae F pee 


— oP : y = 
(7) > Da Ly (ee dee ee O, 


v=o r= I! 


giacché l’espressione a primo membro ¢€ zero nel punto €, in base a (2), 
ed ha per derivata ; 
i al 


Coat sa Papas 


identicamente zero, in base a (1). La (7) si pud anche scrivere, in forma 
piu esplicita, 
(n—v—r) i 


IA— IT nv r—tI 
Q Rt ag ee me 
( ) be > ( 1) 2 oe t jax eater sje ee Sees 
i as) 


v=oOor=tr 


Moltiplichiamo ora il primo membro di questa identita per il comple- 


Ae cen | 
mento algebrico del minore el determinante W, indi sommiamo 


Teoma 
L 


rispettoaiejdat1aqm; indicando con Hi, lVespressione che cos} si ottiene, 
ricaviamo allora 


(9) Hum SV S(T jo 


yi = 0 7 = 


hk 
tN n—V-bt 


Poniamo in particolare h = n—1 ,k =m —s—1. Tenendo presente 
n—1,n—s—I 


che, per le Wee in| ee ee 
»P (4), W—v—r,n—v+t 


[Fo 0, soltanto: o quando 


Ae se 
n—v—r=n—tI (onder=1,v=0,1=0), oppure quando » — v — 


—r=n—s—i1,t=v—rI jonde r=s—v4+1,yv—1=t=s—vy, 


Sel i : 
ag Sa , troviamo 


Seo hae wW 


areca 


GUO hes 5 ee 


V— So 1 


nN 


a s cS st ie 4 ere 


Vi= 10 l=v t 


Gat 
pee eee 


Se invece poniamo, in (9), b =n—s—1,k=n—s— 2, troveremo, 
sempre in base a (4), come termini diversi as zero, soltanto quelli per cui: 
Oo n—s—t=n—v+t,n—s—2=n—v—r (onde r=1 ,t=0, 


Vie bh), OPpure: 4 —= $= 1 Sa YS bey (onde r=S—v+I, 


5 
yetas—yjyes), Oppure-.ancora 7s 2=n-—-f-=v ,.f=y 


onde r =s5— yv 2 NV peer REN see th 
= $ Toe VES Se cts toy, Vee a SE et 


aL, 


S—=V\ Goya ee 
II | Pee SS i ae ae srr ae ) a re ee 
( ) i ah ) ‘ x t r n—v-+t a 
sH+1 
2 One G=V=tEn) n—s—I 
pao i) ans i sae =< 1 teat), eect is ; 
an a ) = \ t q n—v-+t 0 2 W © 


Osserviamo pure che, moltiplicando Lu; per il complemento algebrico 
dell’elemento 1; nel determinante W, indi sommando rispetto ad 1, si ricava 


(12) MES s (— Deer Sd a Gar 


oo) jai 


[— 6 W =o. 


a 


Si pud notare, tenendo presente la convenzione fatta a bss della 
(5), che l’espressione M definita da (12) € quella cui si riduce la (11), 
per SSS, ae 


3. Passiamo ora alla effettiva verifica della (3), esplicitando anzitutto 
l’espressione ivi indicata brevemente con A“ 


(1) Ove si presenti un simbolo di Y con l’indice superiore minore dell’ indice infe- 
riore, s’intende che esso valga zero. Cid accade, per esempio, per la penultima sommatoria 
che figura nell’espressione di A data nel testo, quando 's=2—v— tI. 


Leet 


| u—V—I 


. n—v—s5—I 
BS hen te ie ; Oe ee es 
Foe el ( ) A eeee pes, | 
)((1— Vv —s—1) (1 —v—r—1) OVS 7 
+ 2y ‘oe 3 ) ?|- Key Et 
Si tratta, come si vede, di una forma quadratica nelle y, y’,--+, y¥"—. 
Calcoliamone la derivata, tenendo presenti le (5), 
aA Pale Mees ; oe eile nes, y (3 gc —o |” ate tae 
dx we ee (A y ese aae oot u—v+t 
—ae xi Lo \ Ace i—v—=71— 1 |) 
(m—v —s—?t) , (n—v—r) (s—1) | 
ae eRe Sr eee 1 v+ ha 


iF u—V=—TI 


eo > 2 (ye ee Sie 


nm —vy—s-—I 
m—vo+t+4+iI 


1=V 
| 2 —v—s—2 n—vV—S—I1I,n—I eee n—v—s—I 
— + pao as a 
i NP Se Goa wy AE 1G 0 n Vaa Tt 
"TS n—v—T I 
ere a et OF a PRE ae cay (s—?1) Pig e an Sa 
"9, (i —vV—s —1) (2 —v—r—1) 7 ae 
; e ) DG ; 1 a 
nm—v—r—2 nm—v—r—I,n—I eee n—v—r—I | 
— + : rod) er les = 
n—v+t aw—v+t,n n—v+t \ 
n — I [=] 
1 2 i Vere ik Ss 5 Tee i eee ce ay 
ae — z)s } yr —v—s—1)? Vee : 
W2 25 = ay ; Pate ee Oe a 
(Pomme AI Ss 5 eee de =e 
Ee) (n—v—s—tr) (u— V—1 —1) (: 96) ir 
4 a t=v\t i na—v+t \ 


Questa espressione si semplifica, osservando che é, in base a facili 
trasformazioni di sommatorie, 


Pes eau oe 
ere (1 —vV—s—r) yo =) Ge) ha I 
a 2, ( L) is : r Dye i Se jo ome ni — => t 
cere = ge) er ae 
ie maak jo Cea fy \ 


n—v—s—2 
n—v+ 


2 Se Ue ae is 


VSO be a 


fiat Ole amer 


e inoltre, tenendo anche presente una nota relazione fra i coefficienti 
binominali, 


1 —T1 
2 n—V— n—vV—_ 


ise a5 eae: (n—v—s) (n —v—r—1) \ ae) he ec aire) 
2. 2 ( De iy 2 ? Di jo ol nm—-v-+t fF 
n—V—t : 
(n—v—s—1) (»—v—r—1) CG) ae Wire) ae (sf 1) Pe Sei! we 
a = 2 = fore |2 yarn aE an n—v+t 
2 a Vv le TN: (7 — v—r—1) baa areas erik) 
eo 8.—v 7 r 
Vv ='0 iW, 
n—v—2 n—V—I + 1 
s+ fae nN-—VY—r—-I 
ae +1 5 iSceee —s—1) (1 —v—r—1) QC f+) 
ta 2 5 ; 2) e > ( t pee) n—vtt a 
> 5 go—ity | 2a yar I >» 5 git) Le pt = 
eee n—v+t soles TN eR ge u—v+t 
2 2 ! eat oaye Pee etD n eee 
ans a co LY Sy eo y Ge ay ath aS ies = is 
as Bee ee. OS Mos Nye AC RO | ee { = 
17 2 a) | J eels ree n a 
2 — n—r—I 
ees AID) (7 —1r—1) 
ase 2) On n eh 
5 | 2 ore eos % ON ee =») Fi Wier ees 
a bit 5 s u—V—s Sts eS Se ae 
TOW ~ = ( t) pees 5 nN j 
resta dunque: 
aA a "Ro, a= 71— FT 
ae ee sean ot 
saa ee n—vV—I or ee es 
2 X ade Gane Oe | 1 I 
+ 7 ee Pe (9 a, v—s) 2 yoy pret 7 -- 


= MS Sree 


m—v+t+I 


has 
| 


Peale: 1 Bees s ( 4 os=?( 


1=Vv 


nm-—-vV—S-—I1,n—I 


NM—vV-+t,n 


i — SV == S = 


n—v-+t 


ae goat 1) 


|. 


— 360 — 


aN fi 


= — I ny eet Qe? SR ra dD coon do I | 
; + 2 6 N, s es, ran v a / jo u—V jj) Sana, aie { : n a 
a) n—I 
S |e ‘ 2 . Ne §—t) —y—s— I i 
> 2 Re oe i 2 ,) Kors {C—— ay. —- t 


Bree mee 


f= s +1 1=¥% 


Ni Vi fd 


n—v+1 


| . 


Per mostrare che ae si identifica col primo membro di (3), aggiun- 


geremo ora all’espressione trovata per codesta derivata delle quantita che 
padieue identicamente nulle, per quanto si ¢ osservato nei nn. I € 2. 


4. Aggiungiamo anzitutto la seguente espressione, nulla in virtu di (6), 


R= 
ieee ae 


v=o0 s=V 


oe cnet ee 
Heat? > (; Je Y) IK v—s sf yale 


1=V 


1 —— VV eh, 


SS) aah aoe Sea >» See Oadl )e eee Sart = 


r=s+1 Has; 


oncom 
2 nu—"%V 


a ‘ —I n—v—s—I 
==h)s (n—v—s—1)? =? (4 
= = ( ) }y pay i ( nN Tn) + ft 
nm — 1 1 —v—s—I m—v—sS—I1I,nu—I 
; Sees ? 
Eerai n n—v-+t,n )+ 
Bee ( ) Lh 4 —_ v—?7r — I 
2 (1 —V—s—T) (n—v—r—1) Sea ; 
tee) ee De sf 1 n—v+t 
WI : nm —v—r—I # aE, n—vy—r—1I,n—tI is 
m—v—+t!l n ) 


n—v+t,n 


Otteniamo cosi, dopo aver cancellati i termini che si elidono 


Bees S n—1r—I | 
ax at, 8 iy oe 
2 | ay | yids I oe = aaa 
tay 2 2 Ov es Aerie OE eee oo = 
ee : ae 
ea ey er (n— —-s—1)? (s — 2) biaiaehs ae 
TW v=0 2 ( yy : Pee n—v+tc+HtI a 


x Z 3 J . = 


See ie 


n—v+t 


Se i=V 


RSE see Maa aes hes T 

MP Sei Sie ek OS ————— | 
Z SNS cu " =) 4 “iy 

SS af )S 2 ye v3) ; Ce tt! ork l= pile Vas od 
oS) a | iy z( aes oot . i 
n—V—I 

2 (2 —v—s—1) (n—v —r—1) (s—?) 2S Bah ee. : Ti) — pe OE . 

7) Dy >> & jos : 


Sottragghiamo adesso dal secondo membro l’espressione, nulla in virtu 


di (9), 
wr S| 


la quale, in base alla (10) ed eseguendo una trasformazione nelle somma- 


torie, si puo scrivere 


n—T 
{eee : yr—s—1)* 2 fT) > reenact 


r=s41 


Ur Ny fit 
| Ay —s nasa 


n 


BRON Oa Pav os Ae alae Nb er ened 
aie ee Gis a) (x —s—1) (n—r—r) Laie’, 
W2 2] n y ea kee >a. n y Wha ala ee 
a SS er ge—v—9|_ 2! To" (| w—s—1 eae ede 
= aw rapt tak saath n—v+t | We n ) 
ee ae 
agen o SAS pol By Cre 
f= is n v=1 ean 
y(n —s1)? Bh eS ol eee 
wi y 4.2 ) ms, r y 
Te trey (235 - ‘wr [n—r—tl il : poli E 
Saree ) (n—s—1) (n—s—1) (n—r—1)),( __ 
ie fe PA a 
I ee NS yorv—s—a)? 
BW e Gay, | n : 
wen ht — Vd ) : (i Bars HT 
n—V—s—I (n—v—r—1) rae 
Bt 2 yi" ae . y ( yD, Oa rEg 78 | fe 
=| | ys 
aE ee tes ee = 1 \ ng a) I | ee SSN ae aes 
— y 2) v ( ee ors = = | ae y ote 


rn Niel 


is 2 Ne ear, De 


nN 


— 362. — 


Ricaviamo, in tal modo, 
u—tT Sipe t Yan 5 
n—s—1) 
Wr: pas is n Se = ay 
n—s—i1}| "a |n—r—It , / 
2 (n—s —1) (1 —7r—1) oa 
als y nL yo=s+1 n y 
alghs ee me cep n—Vv—s—I - 
<—- INE sm Se 
( iy} i? inven TN gt eh ib ART 
n—v—s— 2 S| ey 
i= ~ 
i (EE Vae |e e w—v-+ lt | 
I O ] a. (n—2v) 
=, |—|y —r1)y"7v71 i aes 
ate | Sloe SA ato ee 
GE vases am 
— Ga V—s)r (2a 1 6 oe ae 
Ba: 2 2 n » ee ene, oe 
I 4 iT & IN ety ee iF 5 
Ww yr On ee De 2 i ) 1 n 
Sottragghiamo ancora dal secondo membro l’espressione, nulla in virtu 
di (9) e (12), 
I n—2 z 
(3 Hate. ,nm—s—2 ‘bc iras — My) 5 
la quale, in base alla (11), si puo anche scrivere 
z J 
UA aeoets v=0 i= t oe vi mere Wa 2 ore Sy o 
i#—s=—-I <— 
| jG) eee > Of a ee 


(s—v—i+1) 
(J 
s=0 


u—v+t 


EN, 


Dae 4: ‘\o 


yas Sea 1) = 


v=0 
pel 

I 2 TY amen NY, mT Ss 5 Can Pee WE fet 
rane a a : Opes 

W yoo sev a 2M E n—v+t 

en ee 

ees es s (mn —s—1)? 
X 1) ee eu J ae 


Pela 


iy = S 


5 (»—v—s)* 
n—v-4s Ran 
I | —— Ceieh At eee n—v—s—I a 
+ — rs ( 9 i+1) (»—v—s—1)? n—s—_—t)% 
W —. Fool ( ) 3 ! 7—V n=) dof y) + YM BO ys ) 
Osservando inoltre che é 
0, yor — 6, (rate ote IN) 
$ W 
at syn ae ote ow > Sines | eee 
: W? ESO 11 le : 
perveniamo dunque alla eguaglianza 
= > 8. yo ay (W [ur 5 U2, Un, ¥))? + 
aa ine 5 hit Yt 
eeey, (n—v—s—1) a 2 
>> > ( is! ae a m—v+ti+1 no 
ae n—v—s —I Ste meg ees Say 
25 n—vtt t ony n—v +t | ie 
I el xy S—1\.—y | n—v : 
meds ose Ps s—1 Ses, (x—v—s)? __ 
tay 2 2-9 be 63 eee 
I i—T ja 
Sas ee oY bs a) (n—s—1)? 
w &, ( ay ee see te 
eles 


“a4, 2 le aed 


et WSS 
Vat s=¥ 


—yvy-5 


pee 


distruggono tutti i termini col fattore 


la quale si riduce all’identita (3) da dimostrare, ove noi proviamo che si 


Wy . Ora infatti ¢ 
eae : 5 a nm—vV—s—I 
ave: (n—v—s—1)? (Co) 
= 2 ( De Z|) eho ny Name a 
G44 3) | 2—V—s— 1 ay Aa Tey 
Coan n—v+t i )e 


n-— 
\ 


i a 
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n—v-+t 


|= 


25 


I n—v—I ; Pe aay 6 Ni) —— Sk 
Sa Wier, >» Ce | pv eS pI 
5 agen alee 
—(, 5 oes | n | 
I ia, Be es 7 n —vV—S$ 
~ WwW 2, oie age 7 VY) y—v+s 
Sah sey | ee te 
(ir Ja=o| 224) 
I A — ey eer eae en ee 
W 2 ee ( — A Urak n y 
I nr 5 I 
: a CRS 
w = ( Oe: ie ee a J 
I & Ss mee n y) 5 ar meec 
We thle ee |e 
a erent peed ee 
vV=I 
J Zz | a—YV |S I (s—v)| 1% v § Cine 
ae hae 25, Le 1) ( a= A y a 
ee es | 
—_ eS S (w—s—1)* __ 
+ yy 2. ( 1) Os | y 
a7 > (16,0, | | ye 
eee Resa 
SS SS —_- Sees ite (x —v—s)* 
W es o> Oe Semen kes 


da cui, sommando membro a membro, si deduce appunto I’annullarsi del 
; ms Mo : dA 

gruppo di termini onde lultima espressione che abbiamo trovata per ie 
x 


differisce da quella che figura in (3). 


Matematica. — Swlle varieta situate suc cont protettants 
la V? che rappresenta la totalita delle quadriche di S,. Nota I 
di M. Vita, presentata®? dal Corrisp. E. Bomprant. 


1. In una Nota recente, pubblicata in questi stessi « Rendiconti » @), ho 
dimostrato come l’unica V;. che possiede co® E, di y,,,(2k— 1 =3=3k—3), 
e per cui lo spazio ambiente ha la massima dimensione compatibile con 


tale ipotesi,, sid al-cono dell’SG,— 33). G¥aa 4) pea che proietta da 
2K it 


2 
un Ss—., la Vj;—s—: tappresentante le quadriche di S,,_5_, %). 


E questa proprieta caratteristica dei coni proiettanti la V?' che rappre- 
senta le quadriche di S, (r >> 1) appare tanto pit notevole quando si pensi 
che, per i coni proiettanti le varieta che rappresentano le forme d’ordine n 
(n > 2) @uno spazio lineare, una caratterizzazione che estenda la prece- 
dente non é certo immediata e, comunque, per m>>2, non avrebbe la 
spontaneita che ha invece per n = 2), 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1938. 

(2) VitLa, Proprieta differenziale caratteristica dei coni proiettanti le varieta che rappre- 
sentano la totalita delle quadriche di uno spazio lineare. Questi « Rendiconti», vol. XXVII, 
ser. 62, 1938, p. 3. Questo lavoro si richiamera con N. 


a k 
(3) Per 8=2k—1, la Ve non é pil un cono ma la stessa V; che rappresenta 


le quadriche di Sz e il teorema rientra, per n = 2, in un teorema di Bompiani sulla V; 


che rappresenta le forme d’ordine » di un Sp (si veda: Bompiant, Proprieta differenziali 
caratteristiche di enti algebrici. « Memorie dell’Accademia dei Lincei», vol. XIII, ser. 52, 
1922, p. 474. Si veda pure: Vita, Ricerche sulle curve quasi-asintotiche. Nota I, questi 
«Rendiconti», vol. XXVIII, ser. 64, 1938, n. 5). 

(4) Dal precedente teorema sui coni proiettanti la Viet segue: Una V;,+z: le cui 


. . . ts “1° 
sezioni con gli S,(r+ 3) dello spazio ambiente siano V> , rappresentabili su un Sy me- 


2 
diante il sistema di tutte le quadriche di questo spazio, ¢ necessariamente il cono 
af . 
proiettante da un S;—1 una tale V7» (Si veda Viti, N, p. 11). 
. ‘ 1 . . 
Per i coni proiettanti le varieta V” che rappresentano le forme d’ordine n di un Sr, 
limitatamente al campo algebrico, lo Scorza ha dimostrato, pili in generale, che: Serie 


A, i 
sezioni di una V,+z con gli S),,, dello spazio ambiente sono delle V’ che rappre- 
eo es 
sentano le forme d’ordine » di un S;, necessariamente quella V, 4% ¢ un cono proiettante 


La Nota presente & dedicata invece alle varieta Vj situate sopra i detti 


Lf . . 
coni C,.,, proiettanti da un Sy la Vv? che rappresenta le quadriche di S, 


: Ce : ea : 
(Ss e VS,(4+3) ambiente di V7? essendo sghembi: r + “ts = hkar+y; 


pee a eee 1>0), le quali godono pure di una notevole proprieta, esposta 


nel n. 2. 
y 


EN 
Da questo teorema del n. 2 segue che le Vi (k= + ) sitoate 


sui coni C,,y (incontrate dagli Sy 4, del cono in V;—,) posseggono totalita 
di E, di y;,,) di dimensione maggiore di quella che comporterebbe la 
dimensione dello spazio a cui appartengono, come appunto avviene per gli 
stessi coni C,,y. 

E basterebbe cid per conferire a dette varieta un interesse particolare 
nella teoria delle curve quasi—asintotiche y,,;. 

Si noti poi che fatti analoghi a questo si presentano, pit in generale, 
rispetto a quasi—asintotiche y,,, di indici qualunque (r<s —1), per i coni 
proiettanti Je variet’ che rappresentano le forme d’ordine n (n > 2) di uno 
spazio lineare e per le varieta situate su di essi, come si vedra in un mio 
prossimo lavoro. 

Le V; situate sui coni C,,, porgono esempi di.V; che posseggono 
sob E, di y:,;, per tutti i possibili valori di ke di 6 (2ak—1=s8= 
= 3k— 4)): anzi, per uno stesso valore' di 8, di queste V: (dove ke 
pure assegnato) ve ne sono di tipo diverso (a seconda dei coni C,,y su 
cui giacciono). . 

Esse portano quindi un contributo notevole alla ricerca delle Vi che 
posseggono co E, di y,,, (24—-1= 5 =3k—4), alla quale sono dedi- 
cati alcuni miei lavori (e che, nell’ ipotesi in cui V; appartenga allo spazio 
di dimensione massima, ¢ esaurita dal teorema enunciato nelle prime righe 
di questa Nota) ©. 


r . 
da un Sj—x una tale V”. (Si veda: G. Scorza, Sopra una certa classe di varieta raxio- 


nali. «Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo », vol. 28, 1909, p. 400). 

Dal teorema di Bompiani gid citato e da questo di Scorza, si sarebbe indotti, con- 
trariamente a quanto dissi sopra, a ritenere immediata un’estensione del teorema del 
testo. 

(1) Per le nozioni di curva y;,,; € di Ez di y;,; di una V;,, rimando ai miei lavori 
gia citati. 

(2) Escluso quindi: 8 = 3k—3 e 8=3k—2. Ma le Vz che posseggono oro es: 
o oo} —2 E, di y,,; sono tutte note. 

Dimostrai infatti (nel n. 9 di N) che: le Vz che posseggono oo3'—3 E, di y;,; 
sono il cono di Veronese dell’Sz4 3 e le Vx dell’Sp +2 (mon sviluppabili ordinarie). 
Le Vz con oo3#—? E, di y;,; sono poi le Vx dell’S.41 (ed esse soltanto). 

(3) Le Ve situate sui coni C,,y si devono quindi aggiungere alle Vz del n. 4 di N, 
dove raccolsi tutti i risultati noti, sino allora, sulle Vi che posseggono 00d Ep di y;,;-. 


307] 5 


Il teorema del n. 2 € completato da quelli del n. 3 che assegnano 
proprieta caratteristiche per i coni C,,, e per le V; poste su di essi 


(" es ter+y). Gli co® E, di y,,5 di queste Ve sono organizza- 


bili in curve y,,; dipendenti, se 3 >2k—1, da 8— 2k + 1 funzioni arbi- 
trarie (n. 2). 

Anche qui si verifica dunque quanto avviene in tutti i casi finora esa- 
minati di Vz con oo® E, di ¥,,;, e cioé le y,,, della Vi dipendono, se 
5 >2k—1, da $—2k+ 1 funzioni arbitrarie (quant’é la dimensione del 
sistema degli E, di y,,; aventi in comune uno stesso Es). Cosaeqdesta 
che dapprima non si prevedeva “), 

Fra le varieta in discorso le pitt importanti sono quelle per v dispari 


SEE G aN 


Se r=2,C,., ¢ un cono di Veronese e fra le V; che considereremo 
sopra di esso ci sono, in particolare, per k =v + 2, le varieta ®, che gia 
studiai in una Nota recente ©), 

Il predetto teorema di Bompiani e i risultati ottenuti nei miei lavori 


e relative al valore minimo r + 


oat . . . f 

gia citati e nella Nota presente assicurano alla V;, che rappresenta le qua- 
driche di S,, ai coni che la proiettano e alle varieta situate su questi coni 
un posto notevole nella teoria delle curve quasi—asintotiche. 


2. Il cono C,,, ha dimensione r+yvy-+ 1. Consideriamo il cono 
W2-4v41, di vertice S, e di dimensione 27 +v-+ 1, luogo degli S,4 44, 
tangenti a C,,y. Il cono W.,, tyts proietta manifestamente dall’S, la varieta 


luogo degli S; tangenti a V2, la quale ha dimensione 27 (perche V?" non 
soddisfa ad equazioni di Laplace) %). 


(1) Nelle mie prime due Note su queste ricerche io fui appunto cosi indotto in errore. 
Simvedacn Vit DAN «tit ala 42 

(2) Vita, Sopra una classe di Vz situate suit coni di Veronese. Questi « Rendiconti », 
vol. XXVII, ser. 6%, 1938, p. 217. Per una proprieta delle Vz che ho considerate in quella 
Nota e che ho indicate con ®;, si veda pure: VILLA, Ricerche sulle varieta Vi. che posseggono 
00d E, di y;,,, con particolare riguardo al caso k=4 , 8 = 8, «Memoria dell’Accademia 
dei Lincei» (in corso di stampa), n. 36. Questa Memoria (che si richiamera con M) pone 
in luce il notevolissimo interesse delle ®,. Come ebbi gia occasione d’osservare altrove, 
€ curioso il fatto che particolari ®, si presentino anche in importanti ricerche di natura 
assolutamente diversa. Si veda: G. Scorza, Le varietd a curve sezxioni ellittiche. « Annali 
di Matematica», vol. 15, ser. III, 1908, p. 218, Caso CY (dove, per di piu, la partico- 
are ®, si presenta accoppiata alla vs di Segre come in M). 

(3) La varieta degli Sm tangenti a una V» ha dimensione < 2m. Si veda: Bom- 
PIANI, Sistemi di equazioni simultanee alle derivate parziali a caratteristica. « Atti dell’Acca- 
demia di Torino», vol. 69, 1913, p. 98. 


Cid posto, indichtamo con 1” una Vi situata sopra il cono C,,y, mcon- 
trata dagli Sy+1 del cono in’ Vi, ¢ i cui Sp tangents riempiano il cono 


v I 
Wersers(ed ttt acker bysr>1,9>0) 


Si noterk che per una V; gemerica situata sopra il cone G45 sd0ve 

y+ 1 
2 + 

la varieti Iuogo degli S, tangenti a Vi ha dimensione =2k ed € 


2k=-2r+v+41, essendo Sere ear, 


x 


k=r-+ 


, gli S; tangenti riempiono appunto i) cond: Wena yg opercne 


@;’” appartiene all’S, , _ S’avvertira che dalle precedenti dise- 
pP Cera) en p 


2 
guaglianze segue k > 2. 
Sussiste il teorema : 
La varied Of” possiede cor@@!—7——*% E, di yx,; esattamente 


(r ae 4 : ee aoa owes aan 0), organizzabili in curve y,,; dipen- 


denti da 2k —2r—v—t funzioni arbitrarie; le y,,, dt @;’” sono tutte 
e sole le y,,, delle Vi-r+: (dell’S, +5) intersexioni di @;’" con i coni qua- 
drici (di vertice Sy) contenuts nel cono C,,y- 

Infatti: la V;—,41 intersezione di ®;’” con un cono quadrico (di ver- 
: * : ) 
tice Sy) contenuto in C,,y. appartiene all’S,s_,. 

Questo S,.,; giace sul cono W.,4¥41, luogo degli S: + y+; tangenti 
a C,,y e luogo degli S; tangenti a ®;"". 

Ss r, . 2 

Siccome ®;’” sega S,4, nella V,—,41, il luogo degli S,_,4: tan- 
genti a V;—,+;x sara l’intersezione di Weiews.» CON.l Sy, ClOcgsa rie 
SIESSO Oyeegics wee 

Concludendo: la V;—, +1 appartiene all’S,,, ei suoi S,_,4, tangenti 
riempiono questo S,+;. 

Segue che Vi_,+4: possiede cot#—%—VE, di ¥:,; organizzabili in 
curve y;,; dipendenti da 2k —2r—yv—1 funzioni arbitrarie “. 

Siccome ogni E, di y,,,; di Vi_-+1 ¢ pure E, di y,,, di ®;’” e siccome 


. Pu SY . . r . 
le Vi_+41 di ®f’" sono co?”—? (tante quante le coniche di V, ), si con- 


(1) Vale infatti il teorema seguente (si veda: Vitta, M, n. 32): Le Vin dell’Sa, 4 
cui Sm tangenti riempiono I’Sa ambiente, posseggono esattamente oot” me (+ <m< i) E, 
2 


di y,,, ordinabili in curve y,,; dipendenti da 2m —d funzioni arbitrarte. 

Posto m= k—r+1,d=v-+3 si ha appunto che una Vi —,41 dell’Sy+3, i cui 
Sr—r+1 tangenti riempiono |’Sy+3; (come avviene per la nostra Vi—r-+x1), possiede 
oot(k—") —V Ep di y;,; organizzabili in curve y,,, dipendenti da 2k —2r—y—1 funzioni 


+1 


sieemnhes : y) d 
arbitrarie. S’avverta poi che essendo r+ - > = k<r+y le —<k< d sono verificate. 
2 


clude appunto che @;’” possiede cot (t= —vt2%—2 = co2@k—7—1)—v F, 
di y,,,; organizzabili in curve y,,, dipendenti da 24 — 2r — vy — 1 funzioni 
arbitrarie. 

Inoltre: ®;’” non possiede pi di oo?@#—r—-)— E, di y,,,°perché, 
per definizione, la variet’ luogo degli S; ad essa tangenti ha esattamente 
dimensione 27 +v + 1), 

Rimane da dimostrare che ogni y,,, di ®f’” appartiene ad una V,_,4,, 
intersezione di ®;’" con un cono quadrico (di vertice S,) contenuto nel 
CononGy Woe chesceny, 9 pure on di essa. 

Supponiamo, dapprima, y,,; non appartenente ad un Sy, di C 


3 r,ve 


Y:,; sta necessariamente sopra-una delle V,_, 4 ,: infatti se proiettiamo 


dall’S, sopra un S,,4,5) (sghembo con S,), ®%’” si proietta nella V2’ e la 


2 


¥i,4 Weuna yi ,, di V?, cio& in una sua conica. La Yx,; appartiene dunque 
al cono quadrico che proietta la conica da S, e quindi alla V,_,., inter- 
sezione di questo cono con @’”. 

Proviamovora che laeye sedi Dye pure Vers sua Vyweire' a. 

Jntanto se. laccurva y,,, ¢ piana essa é/senz altfo 7,4, anche susVy. a7: 
Se y:,; non é piana, per definizione, in un punto P di y,,,, lS; tangente 
a @,’” e I’S, osculatore a y;,, hanno un S, in comune. 

L’S;—,+41 tangente in P a V;_,4,, essendo lo spazio intersezione 
dell’S, cou-l'S,4.,: ambiente di V;— 2) 7, contiene 'l'S, perche’S;x, contiene 
VS,. L°S,_,+, e PS; hanno dunque un S, in comune: cio prova appunto 
Sie Ar curva ne 7.3 SUV gy ee 


? 


Se-poi-lancurva-yeo di ©, ‘Staxin un oy5;. divC, ys sessave purery... 
sulla V,—, in cui ®,’” sega  Sy4,. Infatti, ragionando come precedente- 
mente, se Y:,; ¢ piana essa e senz’altro y,,, anche su V,_,. Se y,,,; non 
é piana, in un punto P diy,,,, I’S: tangente a ®;’” e 1’S, osculatore a y,,, 
si tagliano in un S,. 

L’S,—, tangente in P a V;,_,, essendo l’intersezione dell’S; con l’S, 4, 
ambiente-di" Vz-_,, contiene 1’>, perche-S,.¢ ».contiene I'S... [’S;-, e lS; 
hanno quindi un S, intersezione, cioe la curvaé-y;", su’ V,—,-.Ma una 
V.—, appartiene ad co”—' delle precedenti V,_,4, (corrispondentemente 


. 27 . . . . 
alle co”—? coniche di V, passanti per un punto); e quindi, anche nell’ ipo- 


tesi che la y,,; di ®;’” appartenga ad un S,;, di C,,,, ¥:,; appartiene a 
iiananieateo 2) Nt red oye. Su di}. essaiipetche lo.*e Ysa Ven 


L’asserto & cosi dimostrato. 


(1) Infatti: se una Vz possiede 005 E, di y,,,; (2k —1<8< 3k — 2) la varieta luogo 
degli Sp tangenti ad essa ha esattamente dimensione 2k — (8 — 2k + 1). (Si veda: Vita, 
N, p- 9). 

Si noti che per 8 = 2 (2% — + — 1)— vsi ha appunto per la dimensione della varieta 
degli Sz tangenti 2r +yv+1. 


oe ap ON i 
Osservazione. — Per un mio teorema gia ricordato le Vy dell’Sz, i cui Sz 

Be coer i } ra ae : 
tangenti riempiono |’Sa ambiente, posseggono esattamente oot! a sears! 


Yu,3 (5 <h<¢). 

Sono queste le varieti V; per le quali Vesistenza di cot*—‘—'E, 
di y,,, dipende solo dalla dimensione dello spazio ambiente. 

Come gia dissi nel n. 1, le or + se, oe re a 10] 


sono invece varieta eccexionali, e in ciO aie appunto il loro interesse. 


Esse infatti appartengono all’S,,, +5) One 
2 


Ora, una V; wea es Ae DABBLE eS 3, 


sist y! Ste Tae fi el © ay 0) generica, per il teorema suddetto (posto C= 
SoA Giese), 


a +3) 


bk —y—2— + 


toy + 7 possiede co’ Pex Cin ¢ eats 


Se k soddisfa contemporaneamente alle diseguaglianze 


ate, 
eae Ee 


EG Na ie Pa ARSE Ett 
4 2 
cioe se r,v soddisfano alla diseguaglianza 
(1) 2(v—1)=r(r—)), 
: r3v — ics es ree) 3) : 
si ha dunque che le ®;’”, invece di possedere co* a Meds 


Yrx,; come avviene per una Vz generica dell’S,( + 5) vyiz? HE posseggono 


2 


cotk—v¥—2—27, cioe una totalita di dimensione superiore (essendo r > 1). 


Se poi & non soddisfa alla (1) (s’intende restando ferma I ipotesi: 


gam taet 


In ogni caso, esso viene precisato da un teorema del numero seguente dove 
si assegna una proprieta caratteristica delle ®7’”. 


=kheart+ “Jil comportamento eccezionale delle ®;’” & evidente. 


Matematica. — Sulle varietd situate sui coni proiettanti la V¥ che rap- 
presenta la totalitd delle quadriche di S;. Nota II di M. Vitta, presentata 
dal Corrisp. E. Bompiant. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


mie ie 


Matematica. — Curve di massima lunghezza, rap presentatrict 
di funziont y= f(x) a derivate uniformemente lipschitziane™, 
Nota di T. Vioia, presentata ® dal Corrisp. M. Piconr. 


1. In una Nota precedente ho esposto un procedimento generale per 
Ja costruzione delle estremanti di un integrale in forma ordinaria 


eb 


(1) | F(x,y,y)dx, 


a 


in un insieme A chiuso e compatto di funzioni y = f(x), a derivate f’ (x) 
equiuniformemente lipschitziane in ab, cioé in un insieme A contenuto 
nell’insieme E; di tutte le funzioni f(x) che, per ogni coppia di punti x, , x, 
appartenenti ad ab, soddisfano alla disuguaglianza 


If @y)—f %)|=L 


Xy PEs Xo 3 
essendo L un numero positivo fisso (cioé indipendente dalla funzione f (x) 
di Fe). 

Ho dato una prima semplice applicazione del procedimento, alla costru- 
zione del minimo dell’ integrale 


(2) Ibj=f T+yF a, 


che esprime la lunghezza di un arco di curva y = f(x) in ab, sotto deter- 
minate condizioni ai limiti. In questa Nota mostrero come il procedimento 
possa applicarsi, sebbene in modo meno semplice, alla costruzione del massimo 
dell’ integrale (2). Per lenunciato delle condizioni ai limiti, rimando al n. 4 
della Nota citata. 

Utilizzero questa volta l’insieme ®A, dimostrando che, in quest’ insieme, 
Pintegrale (2) possiede effettivamente massimo. Dimostrero dunque il 

Teorema. — I/ problema di massimo é sempre risolto da una funzione 


(x) dell’ insieme ®. 


(1) Lavoro eseguito nell’Istituto Nazionale per le Applicazione del Calcolo. 
_ (2) Nella seduta del 3 dicembre 1938. 


2. Siano f(x) una qualunque funzione di E,, cd un qualunque intervallo 
contenuto in ab(a=c<d=b). Al n. 2 della Nota citata, abbiamo defi- 
nita una funzione 9(x) di ®, come segue: 

h,k sono due punti tali che c=hb=k=d, e (x) soddisfa alle 
equazioni : 


ely pers: ew Se Ch pen” ka ved 
als per, ay on, 


con le quattro condizioni: 
e=fO » YOH/O » 9@M=/M » POH, 


Analogamente definiamo ora una nuova funzione 9, (x) di ® come segue: 
h, ,k, tali che cb, =k, =d, e 9,{x) soddisfacente alle equazioni: 


oO; wee 
= == +L “per” Cae by.) ~elper she eg 
Oot 
ayer = —L, per Wiel WL ious 


con le stesse quattro condizioni: 


aO=f/O » 4MO=fO » e@M=f/®M > ¢@O=f/@. 


\ 


Si dimostra molto facilmente che é, in tutto cd, 
9%) =/@) =e: (*). 


Di queste due funzioni 9 (x) , 9; (x) diamo una particolare rappresen- 
; Vrs I 5 
tazione grafica, per x in cd, sulla parabola Y = ~, LX. Avvertiamo, una 


volta per tutte, che, su tale parabola, gli archi saranno considerati orientati 
nel senso delle X crescenti, e che, quando si parlera delle loro proiezioni 
sull’asse X o sull’asse Y, s’intenderanno i valori numerici delle differenze 
delle proiezioni dei loro estremi. | 


Per fissar le idee, supponiamo f’ (c) =f’ (d). Mediante le equazioni 
parametriche 


: py ne es 
K=7e@) , Y= pas 


la funzione Mee Re (x) viene rappresentata (per x in cd) in tre archi 


CH, ; H, K Kee Kor D della detta parabola. L’ordine con cui si susseguono 


raat 5b: sae 


gli estremi C,H, , K; , D sulla parabola, € necessariamente quello indicato 
, , ‘ \ . 

nella fig. 1. Se f’ (c) = f’(d), & C=D, ma questa non é una sostanziale 

eccezione, potendosi considerare come caso limite. Per c= x=h,, ¢ 


ieee ee : 
eye (c)+(*x—e) , Ses! (ce)? + J © (x=) +L (x — 0) 
per hh, =x =k, ¢ 

eee ee ; I 
X=7 ¢,0:)—@—hx) , eae (bs)? 9) (bx) (4A) + LI) 
infine per k; =x=de 


Le, I ; % 
X= Tei (t+t@—h) , Y=sp oie +9.) GA) +—L(x—h), 


da cui si ricava che le proiezioni di CH,, sugli assi X , Y, sono rispetti- 
vamente uguali ad b; —c , 9:(4,)—9:(¢), quelle di H, K, sono uguali 
a ky—h, , 91 (ki) — 9: (hs), quelle di K,D sono uguali a d—k,, 
x (4) — 9: (Ax). 


: I : \ 
Analoga rappresentazione, sulla stessa parabola Y = —-LX?, si puo 
2 


fare della funzione @ (x), mediante le equazioni parametriche 
X= pe) =sr 0) 
Ee Ts? (& ) cee aT; 9 5) 


cid che porta a segnare, sulla parabola, tre nuovi archi CH , HK , KD; 
evidentemente dotati di proprieta analoghe a quelle dei primi tre. 


3. Quanto all’ordine in cui, sulla parabola, vengono a disporsi 1 punti 
H,K, rispetto a quelli gid segnati C,H,,K,,D, ¢ anzitutto immediato 


(1) Analoghe osservazioni saranno sottintese nei numeri seguenti. 


avai ese 
che H cade alla sinistra di C,K alla destra di D e di H. Ma possiamo 


precisare che H cade in CK,, K in DH,. Onde seguira il 

Lemma I. — Nell’ipotesi fatta che sia f’ (c)=f’ (d), il massimo e il 
minimo valore raggiunti dalla derivata 9’ (x) in cd, sono compresi fra il mas- 
simo e il minimo raggiunti da 9\.(x). Questi ultimi sono rispettivamente 


9, Ax) 5 Cer). 
Dimostreremo questo lemma insieme al seguente 
Lemma ID. — E J[9:] =J [9]. 


Infatti la somma delle proiezioni dei tre archi 


(3) GHW enh akin aaiee 


su ciascuno dei due assi, cioé la somma della proiezione di CD, piu 2 
volte quella di CH,, pit 2 volte quella di DK,, devessere uguale alla 
somma delle proiezioni, rispettivamente sullo stesso asse, dei tre archi 


(4) CHR 7) Hie endo 


ciot 3 volte la proiezione della parte di HK contenuta in (iby piu. 2 volte 
quelle delle parti di HK esterne a CD, piu. una volta quelle delle parti di CD 


esterne ad HK. Si deduce, per differenza, che la proiezione di HK deve 
uguagliare la somma delle proiezioni di CH, , K,D. Se dunque si pensa, 


per un momento, di distaccare i tre archi HK , CH, , Kaur dalla para- 
I Ars 
bola Y = --LX? e di spostarli liberamente per traslazione nel proprio 


piano, dev’essere possibile disporli a triangolo come nella fig. 2. Ora l’osser- 
vazione immediata mostra che una tale disposizione non é certo possibile 


I — ; 
se, sulla parabola Y ei ee, Varco HK contiene, nel suo interno, l’uno 


o laltro dei due archi CH; , K; D. Dungue l’arco HK é interamente con- 


ape 


tenuto ‘entro: Varco .H, Kaw. 


(Fe ae 


Le somme delle proiezioni dei tre archi (3), sui due assi, sono rispet- 
tivamente uguali alle somme delle proiezioni dei tre archi (4), cioé uguali 
a d—c sull’asse X, a f (d) —f(c) sull’asse Y. La somma delle lunghezze 
dei tre archi (3) € uguale a J[o,], perché ciascuno di questi archi é geo- 
metricamente uguale a un corrispondente arco parabolico tratto dalla curva 
y = 9, (x) in cd. Parimenti la somma delle lunghezze dei tre archi (4) e 
uguale a J[]. Per confrontare le due somme, bastera dunque confrontare 
la lunghezza di HK, con la somma delle lunghezze di CH, e di K,D. Ora 
la possibilita di costruire il triangolo a lati parabolici di cui sopra, dimostra 
essere HK = CH, — K, D®, 

In modo del tutto analogo, si dimostra, nell’ipotesi che sia f’ (c)=f' (a), 
che il massimo e il minimo valore raggiunti dalla derivata 9! (x) in cd, 
sono compresi fra il massimo e il minimo raggiunti da 9’ (x) (Lemma I) 
e che é J[~]=J [¢:] in cd (Lemma II). 


4. Ricordiamo la definizione del n. 2 della Nota citata: una generica 
funzione di ®, sia @(x), si definisce in cd, suddividendo comunque cd in 
un certo numero n @intervalli parziali ed assegnando a 9 (x), in ciascuno 
di tali intervalli, andamento parabolico, in modo che sia alternativamente 
ae = +L. Dimostriamo il 
Lemma III. - Se n>>3, comunque sia definita la funzione 9 (x), di ® 
in cd, é possibile costruire wna nuova funzione di ®, sia @, (x), corrispon- 
dente a una suddivisione di cd in un numero @intervalli parziali <n, tale 
che J(o,]=J [9]. 


Indichiamo infatti con 


CA = 0,1 2e tf 5 bb 0 5 bn — A es) 


i punti di suddivisione deglintervalli parziali corrispondenti a (x). Il 
ragionamento é perfettamente simile nelle due ipotesi 9’ (c)=9'(¢;), 
’ (c) = (c,). Supponiamo per es. 9’ (c) = (c;). Due casi possono 
presentars! : 

1°) 9’ (x) =—L, per exer ec per <x <e,. Assimilando 
Vintervallo cc; all’intervallo cd, ragioniamo su di esso come al numero 
precedente. Si osserva che 9(x) € definita in bb cost come 9 (x) era de- 
finita in cd. Sia 9, (x) la funzione coincidente con ¢ (x) in c,d e definita 
in 6c; cosi come 9, (x) era definita in cd. Per il lemma II é J (,]=J [9] 


(1) Il segno inferiore vale per il caso limite f’ (¢) = f’ (@), in cul in realta il triangolo 
svanisce, le due curve y= (x) , 7 = 1(x) sono geometricamente uguali e quindi ¢€ 


J[¢] = J lex]. 


Pew 3 LOn 


in cc, quindi anche in cd, La funzione 6, (x) corrisponde a una suddi- 


visione di cd in » —1 intervalli parziali, perché, in confronto con la 9 (x), 
fermi restando tutti i punti di suddivisione c; con i= 4, viene a scom- 


parire il punto di suddivisione c,; (mentre i punti c; ,¢, vengono ad essere 
sostituiti da altri due punti, indicati nella fig. 3 con c’,c,, in generale distinti 
dai precedenti). 

2°) oO (RX) = LL, percam wa 6 para ee Ge FAllorae 
9 (x)= —L; pet ¢.<o x <ce, e perc, < x =< ¢, -Inolire Gc.) =o ©, 
o (¢,)<¢ (c;), quindi 9’ (c,) > 9’ (c,). La funzione 9; (x), coincidente 


‘ Ye) 


con @(x) in cc, e in c,d, definita in C,C, cosi come (x) era definita 
in cd, & tale che J[¢,]=J[@] in C,C,, quindi anche in cd. Essa corri- 
sponde a una suddivisione di cd in m—2 intervalli parziali, perché, in 
confronto con la @(x), fermi restando tutti gli eventuali punti di suddi- 


(1) E J [ex] = J[@] se 9’ (©) =@’ (¢3) e in questo caso soltanto. 


aT a 


visione ¢; con 1== 5), vengono a scomparire c, e c, (mentre i punti 
C. ,¢,; vengono ad essere sostituiti da altri due punti, indicati nella fig. 4 con 
¢,,¢,, in generale distinti dai precedenti). 


5. Abbiamo ormai gli elementi per dimostrare facilmente il teorema 
enunciato al n. 1. Dal lemma III deduciamo che, fermi restando i valori 
Ff’ (), f’ @) della derivata, Pintegrale J possiede massimo nell’insieme ® e 
corrispondentemente all’intervallo cd. Tale massimo ¢ infatti raggiunto per 
una delle funzioni di ® che si definiscono suddividendo cd in tre intervalli 
parziali. Poiché di tali funzioni ne esistono due sole, cioe le 9 (x) , ¢: (x) 
considerate al n. 2, e, per il lemma I, ¢ J[o,J=J[e] se fO=/f @, 
mentre ¢ J [o]=J[9:] se f’(d) =f’ (0), risulta che una delle due funzioni 
9 (x) , 9: (x) rende massimo J[f] al variare di f in Ey e corrispondente- 
mente all’intervallo cd. 

Ne segue che l’integrale J possiede massimo in ®, anche corrispon- 
dentemente all’intero intervallo ab, e questo qualunque siano le condizioni 
ai limiti. Infatti basta suddividere ab in un numero finito di parti, prendendo 
fra i punti di divisione, le ascisse degli eventuali punti del piano per i quali 
é imposto il passaggio della curva y = f(x). Per ognuna cd di queste parti, 
il teorema é stato dimostrato: dunque esso é dimostrato anche corrispon- 
dentemente ad ab. 

In un lavoro pit esteso, daro alcuni esempi di curve di massima 
lunghezza, sotto varie condizioni ai limiti. 


(1) Nel caso eccezionale che sia m= 4, ¢ cg =d e la funzione ©; (x) corrisponde a 
una suddivisione di cd in 3 = 1—1 intervalli parziali. 


Meccanica. — Sollecttazioni elastiche di un sistema piano 
con foro rinforzato. Nota di L. Soprero, presentata™ dal 
Corrisp. E. Bompiant. 


1. OGGETTO DELLA RICERCA. — E classico, nella teoria dell’elasticita, il 
problema di determinare la perturbazione prodotta, nello stato di sollecita- 
zione di un sistemd elastico piano, dalla presenza di un foro circolare. Il 
problema, proposto e risolto in un caso particolare da Kirsch), ¢ stato 
successivamente studiato da K. Wolf), da T. Pdschl, e dall’Autore di 
questa Nota‘, Ora mi propongo di determinare la perturbazione prodotta, 
in un sistema elastico piano soggetto a trazione, dalla presenza di un foro 
il cui bordo sia rinforzato mediante un anello in materiale elastico, aderente 
al bordo del foro. 

Il giapponese Katsutada Sezawa %) ha gia affrontato questo problema 
considerando il rinforzo come una corona circolare, di spessore ed even- 
tualmente materiale differente da quello del sistema piano, aderente inter- 
namente al bordo del foro. Io, invece, considerero il rinforzo come una 
sbarretta sottile, aderente al bordo del foro e verificante le ipotesi classiche 
sull’elasticita delle sbarre ricurve (che le variazioni di lunghezza e curvatura 
degli elementi della sbarra siano funzioni lineari dei momenti flettenti e 
degli sforzi longitudinali). Questo nuovo punto di vista da possibilita di 
considerare tipi di rinforzi con sezione differente da quella considerata dal 
Katsutada Sezawa, e di fornire quindi formule risolutive piu adatte alle 
eventuali applicazioni tecniche. 

2. INTRODUZIONE DELLA FUNZIONE pI Ary. - In un sistema elastico 
piano siano: P, un punto fisso, P (x,y) un punto generico, C una curva 
tracciata sul sistema da P, a P, F il momento, preso rispetto a P, e va- 
lutato positivo se di verso antiorario, degli sforzi che la parte di sistema 
alla destra di C (rispetto ad un osservatore che percorra la curva da P, a P) 
esercita sulla parte di sistema alla sinistra della curva. E noto che questo 
momento F rimane inalterato se alla curva C si sostituisce un’altra curva 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1938. 

(2) Kirscu, Die Theorie der Elastizitat und die Bediirfnisse der Festigkeitslehre. « Zeit. 
des Vereins Deutsch. Ing.», 1892. 

(3) Woe, Beitrige zur ebenen Elastizitatstheorie. « Zeit. fir techn. Physik», 1921. 

(4) Soprero, La riflessione analitica delle funziont biarmoniche altorno a un cerchio 
ed alcuni problemi di elasticita piana. « Annali di Matem. pura ed applicata», 1935. 

(5) Karsurapa Sezawa, Stresses in a Plate with a Flanged Circular Hole. « Report 
of the Aeronautical Research Institute», Tokyo University, 1932. 
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qualunque C’, purché nella parte di sistema piano compresa fra Ce C’ 
non cadano punti di applicazione di forze esterne. Sicché il momento F si 
puo, sotto certe ovvie condizioni, riguardare come funzione delle coordinate 
dei punti P, e P, 0, anche, come funzione delle coordinate x ,¥ del solo 
punto P se si suppone invariabile la posizione del punto P,. Questa fun- 
zione F (x,y) & classicamente nota col nome di funzione di Airy ©, 

Le componenti X ed Y della risultante degli sforzi che si trasmettono 
attraverso la curva C (dalla parte di sistema alla destra sulla parte di si- 
stema alla sinistra di tale curva), e le componenti tex , tyy, xy dello sforzo 
elastico esistente in P si esprimono in funzione delle derivate di F, calco- 
late in P, per il tramite delle relazioni 


fn eee Sy 
XX a Fyy 
» It ar! I 
: 2 Pot eS i 
(1) pee an > (2) yy a Fax 
if a 
Byram dey) 


dove a & lo spessore del sistema piano. 

Lo stato di sollecitazione del sistema piano é@ dunque _perfettamente 
conosciuto quando si conosca la funzione F(x,y). Ora noi vedremo a 
quali condizioni debba, nel caso nostro, verificare questa funzione. 


3. CONDIZIONI PER LA FUNZIONE DI AIRY SUL BORDO DEL FORO. — Sup- 
porremo che il sistema piano indefinito in cui é praticato il foro sia sog- 
getto ad una trazione di entita ¢ in una assegnata direzione. Riferiremo il 
sistema ad una coppia di assi x,y con Vorigine nel centro del foro e 
Passe x parallelo alla direzione della trazione ¢. Come lunghezza unitaria 
assumeremo il raggio della superficie cilindrica lungo la quale il rinforzo 
aderisce al sistema piano. Nel seguito questa superficie cilindrica verra sem- 
plicemente chiamata: bordo del foro. 

Con M e T indicheremo il momento flettente e lo sforzo longitudinale 
che sollecitano una generica sezione S dell’anello di rinforzo. Coll’intesa di 
calcolare il momento M rispetto alla retta dove la sezione S interseca il 
bordo del foro; e di riguardare come positivi: il momento M se esso é 
di tal verso da produrre compressione nelle fibre interne dell’anello, e lo 
sforzo longitudinale T se esso ¢ di trazione. Indicheremo finalmente con 
Ac la variazione che subisce, a seguito della deformazione elastica, la cur- 


(1) Per meglio dire, differisce dalla funzione di Airy, definita al modo classico, per 
un fattore di proporzionalita (lo spessore del sistema piano). 
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vatura c¢ di un elemento di bordo del foro nell’intorno della sezione Sage 
con ¢ Lallungamento (relativo) di quell’elemento. 

Conformemente alla teoria delle sbarre sottili ricurve, la variazione di 
curvatura Ac e l’allungamento e si potranno riguardare come funzioni li- 
neari degli sforzi Me T: 

Ac = pM + qT 
G3) | e=r1M-+sT 


I 


dove p,q,17,5 sono coeflicienti, noti, che dipendono dalla sezione dell’anello 
di rinforzo. 

Ora noi dimostreremo che le quantita M,T,Ac ed e si possono 
esprimere pet mezzo dell’incognita funzione F e delle sue derivate, sicche 
le (3) forniranno altrettante condizioni al contorno per Ja funzione F. 

Supponiamo, infatti, che il punto fisso P, di cui si parla nella defini- 
zione della funzione F, coincida coll’origine del riferimento; il punto P 
sia situato sulla linea di separazione fra sistema piano e rinforzo; e la 
curva C sia il raggio vettore P,P. Allora la funzione F, calcolata in P, 
rappresenta il momento, rispetto a P, degli sforzi che si trasmettono attra- 
verso la sezione P,P dell’anello di rinforzo. La funzione F sara dunque, 
in valore assoluto, proprio eguale al momento M. Tenute presenti le con- 
venzioni sui segni si vede facilmente che ¢ 


M=—F. 


Quanto alla forza longitudinale T, essa é la proiezione, nella direzione 
della tangente per P al bordo del foro, della forza totale che si trasmette 
attraverso la sezione P,P del sistema piano. Questa forza ha le componenti 
indicate dalla (1), per cui, designando con | ed m i coseni direttori della 
tangente in P al bordo. del foro (orientato in verso antiorario) si ha, in 
valore assoluto e segno, 


T =—I/Fy + mFx. 


Se, in particolare, ci si limita a considerare il punto Q dove il bordo del 
foro interseca il semiasse dalle x positive, si ha] =o , m=1 e quindi 


T=F,. 


Veniamo ora a considerare la variazione di curvatura Ac, ed espri- 
miamola, anzitutto, in funzione delle componenti wu (x,y) e v(x, y) dello 
spostamento che subisce un generico punto P(x,y) del bordo del foro 
nella deformazione elastica. Allo scopo indichiamo con 


== ES) 
o y=y) 
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le equazioni parametriche del bordo del foro prima che abbia luogo la 
deformazione elastica; s stando a indicare l’ascissa curvilinea dei punti del 
bordo, misurata a partire da un punto (arbitrario) di quest’ultimo. A defor- 
mazione avvenuta, il punto P(x,y) si porta in una nuova posizione 
P’(€,7), le cui coordinate son fornite dalle formule 


B=x+u(x,y) 
(5) n=ytv(x,y). 


Se x ed y si considerano come funzioni di s, per il tramite delle (4), 
le (5) costituiscono le equazioni parametriche del bordo del foro a defor- 
mazione ayvenuta. Rispettivamente prima e dopo la deformazione, le cur- 
vature c e c’ del bordo del foro avranno i valori 


we 3 
2 


ry Go yy? Es act y’) Cs as oe : ¢ _ (& 7’ ae aU ) (des a ab aes 


dove l’apice indica loperazione di derivazione rispetto ad s. Se si tien conto 


delle (5) si ha 
=x + xx’ +uyy’, 


BY x" be XO 4 Qty XY be dyy VY? Lx x + thy 


Introducendo queste espressioni di & e &”, e le altre analoghe di y’ ed 1’, 
nella formula che da la curvatura c’, otterremo questa grandezza espressa 
in funzione delle derivate (prime e seconde) di x ed y rispetto ad s, e 
delle derivate (prime e seconde) di wu e v rispetto ad x ed y. Queste ultime 
derivate possono (com’e consueto nella teoria matematica dell’elasticita) 
considerarsi come grandezze infinitesime. Ed allora si vede che la curvatura c’ 
pud, a meno d@’infinitesimi superiori, esprimersi con la formula 


fof e (ue + 09) — 30 (Hex + [hy Le] x +0597) + 
+ (Uxx x? 4 [2Uxy —Uxx] x” y’ + [Vyy — 2uxy] x’ y? — yyy”). 


Se ci si limita a considerare il punto Q d’intersezione del bordo del foro 
col semiasse delle x positive (per il quale risulta x’ =o ed y’=1), e si 
assume il raggio del foro non deformato come lunghezza unitaria, la va- 
riazione di curvatura Ac = c’ —c risulta espressa dalla formula semplicis- 
sima 

Ac = tx — 2Vy — yy. 


Le derivate a secondo membro si possono esprimere per mezzo delle com- 
ponenti della deformazione exx ,éyy,éxy, € queste per mezzo delle compo- 
nenti degli sforzi txx , lyy,txy. Tali componenti, infine, si esprimono come 
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derivate seconde della funzione di Airy per il tramite delle (2), In ultima 
analisi la stessa variazione di curvatura Ac risultera espressa per il tramite 
della funzione di Airy. Avremo, per il punto Q, 


Aa == (— [2 +o] Fex + [1 + 26] Fyy + [2 + 6] Feyy + Free); 


dove E & il modulo di Young, e o il modulo di Poisson, relativi al ma- 
teriale elastico di cui ¢ formato il sistema piano. 

Anche V’allungamento e che interviene nelle formule (3) pud calcolarsi 
per mezzo della funzione F di Airy. E infatti, Vallungamento di un ele- 
mento, del bordo del foro, di coseni direttori / ed m si esprime notoria- 
mente attraverso la formula 


2 = exx 12 + eyy m? + exylm. 


Calcolando le componenti exx , éyy ,é@xy in funzione di fxx ,tyy,lxy per il 
tramite delle formule di Hooke;.e le componenti frx , tyy , txy per il tramite 
delle (2), si ha, nel solito punto Q, 

I 


—— 
ak 


(Frx ete’ oF yy). 

Cosi abbiamo espresse, per il tramite della funzione F e delle sue derivate, 
le grandezze M,T,Ac ed ec. Sostituendo queste espressioni nelle (3), e 
introducendo coordinate polari e e 0 (con il polo nell’origine e l’asse polare 
coincidente con l’asse x) le condizioni (3) divengono 


(6) pF +[—1 + o—q'] Fy —3 Foo + [2 + 5] Foo + Foge = 0 
r’ F —[o + s'| Fo + Foo — oF 9 = 0 


dove si & posto 


PBR DiS lg FEE a ot a Ce eee pre eee 


Poiché, per una rotazione di assi, queste condizioni si portano in se stesse, 
esse valgono non solo per il punto Q, ma per tutti i punti del bordo del 
foro. 

Le (6) costituiscono le condizioni al contorno cui deve, sul bordo del 
foro, verificare la funzione F di Airy. 


4. ULTERIORI CONDIZIONI PER LA FUNZIONE pI Airy. — Il problema 
proposto impone anche una condizione per il comportamento all’infinito 
della funzione F. E infatti, avendo supposto il sistema piano soggetto a 
trazione nel senso dell’asse x, le componenti dello sforzo, nei punti lonta- 
nissimi dallorigine, dovranno assumere i valori 


Pee > tyy =O i Ixy =O. 


tie os are tie Oe Oat Py Re! Be INT ec ee AL ad ws are, } P Oe JT De eS f 6) 


Di qui discende che, all’infinito, le derivate seconde della funzione F 
devono avere i valori sottoindicati: 


By 01 5 Fy, = 0 5 Pry = 0. 


Essendo il sistema piano in esame policonnesso sappiamo che la fun- 
zione F deve anche verificare ad alcune relazioni derivanti dalla condizione 
di monodromia per le componenti-di spostamento: detta L una (qualunque) 
delle curve chiuse, tracciate sul sistema piano e comprendenti nel loro 
interno il foro circolare, deve risultare 


i (— AF, dx + AF, dy) =0 
1, 
L L 


[c Fry dx oe Rae dy) —|s (— AF y dx + AFy dy) = 50 
L EG 


e) 2 
“axe eye 
cessario ricordare che se queste condizioni sono verificate per una delle 
curve L, esse risultano anche verificate per tutte le altre possibili. 

La funzione F dovra, infine, verificare, in tutti i punti del sistema 
piano, l’equazione 


nelle quali A designa l’operatore di Laplace: E appena ne- 


AAF = 0. 


5. EspRESSIONE DELLA FUNZIONE F E DELLE COMPONENTI DEGLI SFORZI. - 
Le condizioni indicate pit sopra definiscono in modo univoco e completo 
la funzione F. La quale risulta espressa dalla formula 


t 
eo? + aB loge +a( + D—~¢") cos 20 


dove 
t g +s 
A =— — VD. 
og aly EOP OC 
hee Pee ; 
eos ei Groe +) 
ae t p+3r+120+4+0) 
Raa Gs LG tapas ts —o)r + e+ +aG—o) 
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Dall’espressione di F seguono immediatamente le espressioni degli 
sforzi. In coordinate polari 


! D 6 
eo = te +( ee cos 20 

t B t 6 
(7) loo = 2 Sp +(—+ + SS Jeos 20 
ie ee (= - = ee )sin 20 


Acero aes Os Mealy tapes A a pees SE Oe eee 
4 2 4 2 


Le (7) coincidono allora con le formule del Kirsch. 
Nel caso di un foro-rigido si ha p=q=r=s=o0 e le costanti 
A,B,C,D son date dalle formule: 


I I g+s I—o 
A= t Bie ee 
ot ee 29)’ 
I+o I+o 
Se , D=—————!. 
4G ==s) 2(3— 9) 


La discussione completa delle formule (7) e la loro verifica sperimen- 
tale si trover’ in una mia Memoria in corso di stampa presso Ja Reale 
Accademia d'Italia. 


Chimica (Radioattivita). — WZ radiocobalto wmptegato come 
wndicatore per la determinazione della solubilita del Co(OH) ,“. 
Nota I di B. N. Cacctapuorr e F. Ferra, presentata® dal 
Socio F. MILLosevicu. 


La determinazione del Cobalto viene spesso eseguita come metallo 
previa precipitazione allo stato di idrato, perossidato con qualche agente 
ossidante, oppure allo stato di complesso organico insolubile e successiva 
calcinazione e riduzione con idrogeno. 

Nel caso della precipitazione come idrato perossidato i risultati che si 
ottengono sono generalmente buoni dato che la sua solubilitt nelle condi- 
zioni analitiche normali sembra essere effettivamente abbastanza piccola. 
Tuttavia per quanto si riferisce a questa propriet’ non esistono in lette- 
ratura dati diretti se si eccettua una determinazione di solubilita fatta da 
Almkvist ©), I] metodo seguito da questo autore non é, per altro, scevro di 
critica, in quanto che Ja misura & stata fatta cercando di saturare dell’acqua 
pura mediante il prodotto ottenuto nelle condizioni normali di precipitazione 
e separando in seguito il cobalto disciolto mediante H,S. E noto che in 
queste condizioni molti idrati con carattere pit o meno colloidale hanno 
tendenza a dare delle pseudo soluzioni, di guisa che quanto si determina 
puo essere dovuto alla somma di quello che sta in soluzione vera e quello 
che sta in pseudo-soluzione. Ed effettivamente il valore di 3.18 mgr. per 
litro di Co(OH),; in soluzione dato da Almkvist é gia abbastanza grande 
e sembra superiore alla solubilita che il composto presenta, invece, nelle 
condizioni analitiche. 

In vista di queste discrepanze ci ¢ sembrato utile tentare una nuova 
determinazione di solubilita nelle condizioni analitiche e con un metodo che 
presentando un alto grado di sensibilita fosse anche esente da errori dovuti 
a cause accidentali (piccola quantita di sostanza disciolta, occlusione ecc.). 

Poiché si disponeva di una certa quantita di Co radioattivo, generato 
artificialmente nel cyclotron dell’Universita di Ann Arbor (Michigan) e gen- 
tilmente mandato all’Istituto Fisico di Palermo dal prof. Cork, abbiamo 
pensato di impiegarlo come indicatore per la presente ricerca. 

E noto che lisotopo radioattivo conserva tutte le proprieta chimiche 
dell’elemento e quindi lo accompagna in tutte le reazioni chimiche normali ; 


(1) Lavoro eseguito negli Istituti di Fisica e Mineralogia della R. Universita di Palermo. 
(2) Nella seduta del 3 dicembre 1938. 
(3) G. Atmxvist, «Z. anorg. Ch.», 103, 240. 


la sua presenza pud essere rivelata con mezzi fisici e determinata quantita- 
tivamente con misure di attivita. Quando il preparato di cui si dispone ha 
una sufficiente attivitd specifica le determinazioni quantitative in base alle 
misure di attivith permettono di raggiungere una sensibilita di molto supe- 
riore a quella che si ottiene coi metodi ponderali. 

Nelle determinazioni quantitative in base all’attivita bisogna tener conto 
del fatto che Vattivitd dell’isotopo radioattivo decade col tempo e inoltre 
viene ridotta per effetto dell’assorbimento della radiazione nel suo passaggio 
attraverso la materia. Poicht avevamo seguito in precedenza l’attivita del 


1000 


Attivita (unita arbitrarie) 


O 1 2 3 4 5 
Spessori assorbenti (mm/100 di Al) 
Figs, 1. 


nostro Cobalto attivo per un periodo di circa sette mesi ed avevamo tro- 
vato un periodo di dimezzamento di 230 giorni, per la nostra ricerca, la 
cui durata ¢ stata relativamente breve, non ci siamo preoccupati del deca- 
dimento. Per avere un’idea di quanto si riduceva l’attivita nell’attraversare 
determinati strati assorbenti abbiamo tracciato una curva di assorbimento 
in fogli di alluminio che riportiamo nella fig. 1 (1/100 mm. di Al equivale 
a mer. 2.8 per cm?). Dalla curva di assorbimento risulta che nelle nostre 
condizioni sperimentali le misure di attivita non erano influenzate dagli strati. 

L’attivita veniva misurata con una camera di ionizzazione riempita d’aria 
a pressione normale e chiusa da due fogli di alluminio da I p, accoppiata 
ad un elettrometro a filo, del tipo Edelmann. La sensibilita del dispositivo 
era controllata volta per volta con un preparato campione di Uranio, 


La 7. ( a er SS ag pete hee ye 
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Il Co che noi avevamo a disposizione é risultato essere di mer. 2.084: 
con e€sso si sono preparati 50 cc. di una soluzione di solfato. Prclevanit 
parti aliquote sempre costanti di soluzione si portava a secco il CoSO, su 
un coperchio piano di porcellana del diametro di 1 3 cm. e se ne misuravano 
le attivita per risalire a quella ots Si ¢ trovato cosi un’attivitd specifica 
di 353 U. R. per mer. di Co 

La precipitazione dell Sens di Co & stata fatta come ¢ indicato nei 
trattati analitici per quanto si riferisce alla concentrazione dei reattivi e pre- 
cisamente 50 cc. di soluzione, 2 cc. di KOH all’1 OMe. OLS Genial acqua 
di Bromo contenente. gr. 3.5 di Br e gr. 12 di. KBr in 100 cc. di soluzione. 
Affinché nella soluzione deine la precipitazione rimanesse una quantita mag- 
giore di sostanza disciolta e quindi pit facilmente misurabile in base all’at: 
tivita abbiamo operato con 2 litri di soluzione anziché con §2.5 cc. nor- 
malmente impiegati aumentando, si intende; anche la quantita assoluta dei 
reagenti per conservare costante la loro concentrazione nel liquido di pre- 
cipitazione. In tal modo la quantita di Co che rimane in soluzione é 38 
volte maggiore. 

La precipitazione ¢ stata fatta a circa 80° C; il precipitato nero for- 
matosi si ¢ lasciato depositare dapprima su bagnomaria quindi si é lasciato 
raffreddare fino a temperatura ambiente, per poi filtrare il liquido limpido., 
Nelle acque madri si é determinato potenziometricamente il Py ib quale a 
20° C ¢:risultato di -7.49: 

Allo scopo di determinare con Ja massima esattezza possibile la quantita 
rimasta in soluzione — e quindi la solubilit’ del composto nelle condizioni 
analitiche — le acque madri sono state leggermente acidificate con HCl, 
addizionate di 1 mgr. di Co inattivo, come trascinatore, e concentrate a 
50 cc.; poi si ¢ effettuata nel modo solito la precipitazione del Co. 

Del precipitato si ¢ misurata lattivita che era di 3.8 U. R. solamente, 
il che corrisponde a mgr. 0.0056 di Co in soluzione per litro, oppure a 
mgr. 0.01046 calcolato come Co(OH),. . 

Se ammettiamo che il supposto Co(OH), sia completamente dissociato 
il prodotto di solubilita’ sarebbe: 


[Co] [OH’}s = S$ = 2.8-10--76, 


Risulta dalla nostra ricerca che Ja solubilita del composto che si ottiene 
€ circa 300 volte minore di quella indicata da Almkvist (gr. 0.01046. di 
Co(OH), contro 3.18 dato da A.). 

La differenza ¢ certo ragguardevole e meriterebbe una indagine accu- 
rata, che sarebbe molto utile sotto parecchi punti di vista. Intanto il pro- 


(1) Grammi 0.1 di Ur danno un/’attivita di circa 300 U. R. (Unita radioattive). 
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dotto di solubilita sopra indicato ha valore solo se si ammette la effettiva 
esistenza del Co(OH), e che la sua dissociazione elettrolitica sia completa. 

Ora sulla vera esistenza del composto Co(OH), ci € noto assai poco. 
Vero é che esistono dei minerali di Co come Ja Winklerite, la Hetero- 
genite, la Heubachite che sono considerati come degli idrati con 2 0 con 3 
molecole di H,O, del Co,O;, ma ¢ vero anche che la loro conoscenza non 
é molto approfondita e sulla loro vera natura si sa assai poco. 

Natta e Strada“) hanno studiato roentgenograficamente i prodotti di 
perossidazione del Co ed hanno trovato che tanto il Co,O, praticamente 
anidro quanto quello con H,O danno gli stessi spettri. Dal loro lavoro risul- 
terebbe pit probabile che, almeno allo stato solido, cristallino, tale composto 
non fosse in grado di esistere. 

In netto contrasto con questi risultati starebbero, invece, le ricerche 
di Hiittig e Kassler %): essi ammettono lesistenza di due idrati, uno con 3 
e l’altro con 1 molecola di H,O; tuttavia, come questi stessi autori ricono- 
scono, i loro risultati non possono essere considerati assolutamente decisivi. 

Comunque sia se esso esistesse solo come Co,QO; la sua solubilita non 
sarebbe influenzata dagli ioni OH’; essa verrebbe invece influenzata se il 
composto esistesse allo stato di idrato ed anche in misura diversa a secondo 
dello stato di idratazione. Come si vede queste questioni interessano non 
solo la chimica ma anche la mineralogia e ci riserviamo di riprendere in 
esame l’argomento non appena potremo disporre di una quantita maggiore 
di Co radioattivo. Per ora ci accontentiamo di osservare che la differenza 
che si riscontra fra i valori nostri e quelli di Almkvist va attribuita a con- 
dizioni sperimentali assai diverse e quindi essa non ci sorprende. Ed infatti 
siccome Almkvist operava in acqua pura, allora, data la mancanza degli 
elettroliti, una parte del composto poteva andare anche in soluzione colloidale, 
mentre, data la mancanza degli ioni OH’, la solubilita non poteva essere 
diminuita da questi, nel caso che essi potessero esercitare la loro influenza. 

In definitiva possiamo concludere che nelle condizioni analitiche normali 
la quantita di Co che pud restare in soluzione ¢ al massimo di mer. 5.6-10—4 
per 100 cc. di soluzione, quantita assolutamente trascurabile in analisi. 

E nostro gradito dovere ringraziare il prof. C. Perrier per i suoi pre- 
ziosi consigli ed il prof. Cork per averci fornito il Co radioattivo. 


Chimica. — Sulla formazione di precipitati periodici in seno ad altri 
precipitati. Nota di Nath. Sen. Brvayenpra, presentata dal Corrisp. G. Bar- 
GELLINI. 


Sara pubblicata in un prossimo fascicolo. 


(1) Narra, Srrapa, « Gazz. Chimica it.», 58, 419. 
(2) Hurtic, Kasscer, «Z. anorg. Ch.», 184, 279. 


PERSONALE ACCADEMICO 


Essendo presenti alla seduta, i Soci BENEDICENTI ¢ PENTIMALLI prestano 
il giuramento accademico. 


PRESENTAZIONE DI LIBRI 


Il Socio Marcotonco presenta il primo fascicolo del « Carteggio 
Linceo » pubblicato recentemente nelle « Memorie Morali » dell’Accademia e 
tributa vive lodi al prof. Gabrieli per la sua opera indefessa di studioso 
della prima storia dei Lincei, e al Consiglio di Presidenza per aver inco- 
raggiato e aiutato tale importante pubblicazione. Prendendo occasione dal 
contenuto di detto fascicolo parla anche dell’invenzione del canocchiale e 
dei contributi che portarono ad essa Leonardo e Giovan Battista della Porta. 

Il PRESIDENTE ringrazia il Socio MarcoLonco per I interessante comu- 
nicazione e annunzia che a far parte della Commissione che deve rivedere 
i singoli fascicoli del « Carteggio Linceo » ¢ stato chiamato, a sostituire il 
prof. Enriques, gia Socio di questa Accademia, il Socio prof. BAGLIONI. 

Il Socio Severt chiede che il fascicolo del « Carteggio Linceo » gia 
pubblicato, benche appartenente alle « Memorie Morali», sia inviato anche ai 
Soci della Classe di scienze fisiche. 

Il PresipENTE assicura il Socio Severt che studiera la questione e cer- 
cherd per quanto & possibile di venire incontro al desiderio espresso. 

L’accademico Segretario De Brasi presenta i libri giunti in dono se- 
gnalando: i due volumi di Lavori e di Rendiconti delle Sedute della Com- 
mission Internationale de I’ Eclairage; ultimo volume delle « Opera Omnia » 
di Eulero; il tomo XIV, seconda serie delle « Opere complete di Agostino 
Cauchy»; gli «Atti della Celebrazione del secondo Centenario della nascita 
di L. Galvani» ed altre opere. 


PRESENTAZIONE DI NOTE E MEMORIE 


Presentano Note per l’inserzione nei «Rendiconti» 1 Soci BARGELLINI, 
Bomptani, Mittosevicn, Picone e Russo. 


PRESENTAZIONE DI PLICHI SUGGELLATI 


Il Presidente presenta cinque plichi suggellati del sig. Sotgia e un plico del 
sh Sema ; Z sy eae 
sig. Cremonese inviati percht vengano custoditi negli Archivi dell’Accademia. 


COMUNICAZIONI VARIE 


Il PrestpENTE dd comunicazione ai Soci di alcune modificazioni portate 
al Calendario delle sedute accademiche. (BER, 
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DELLE SEDUTE 


DELLA REALE ACCADEMIA NAZIONALE 
Did ENG Ed 


Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali 


Fascicolo del 18 dicembre 1938 — Anno XVII 


MEMOKIE ENOTE}DiESOGl 


Zoologia. — Adattamenti biologici di alcuni Echinodermi 
nel Canale di Suez. Nota 1™ del Socio A. Russo. 


Nella Campagna idrografica, fatta nel 1923-24, con la R. N. « Ammi- 
taglio Magnaghi» @, furono raccolti nel Canale di Suez varie specie di 
Asteroidi, alcune emigrate dal Mediterraneo, altre dal Mar Rosso. 

In questa Nota riferisco su di un Astropecten (Astropecten bispinosus 
Otto), pescato con draga a Porto Said, di cui si sono avuti diversi esem- 
plari, notevoli per le loro dimensioni corporee molto ridotte, non ostante 
avessero raggiunto Ja maturita sessuale ), . 

Nelle due fotografie originali della Tavola annessa, delle quali una 
rappresenta Ja specie tipica del Mediterraneo (fig. 1), laltra Ja specie del 
Canale (fig. 2), la differenza di grandezza é tale da far considerare quest’ultima 
come la forma nana della specie mediterranea. 

La differenza fra le due forme non riguarda soltanto le dimensioni 
generali del corpo, ma anche alcuni caratteri somatici fra i piu salienti, che, 
nella specie del Canale, sono talmente diversi, in confronto della specie tipo 
del Mediterraneo, da far nascere il sospetto potersi trattare di una forma 


(1) Presentata nella seduta del 3 dicembre 1938. 

(2) Campagna idrografica nel Mar Rosso della R. Nave « Ammiraglio Magnaghi», 
1923-24, Memoria 1°: Itinerario e Stazioni biologiche della Crociera. Istituto idrografico della 
R. Marina. Genova, 1928. 

(3) Gli esemplari furono raccolti all’imboccatura del canale, dove, per il deflusso 
delle acque del Nilo, la salinita ¢ pit bassa di quella del Mediterraneo; per cui essa potrebbe 
agire su le forme migrate, determinando una differente pressione osmotica nei tessuti. 
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mutante. Tale é il carattere delle grosse spine aculeiformi (fig. 1), che, 
nella specie mediterranea, decorrono in doppia fila ai margini dorsali e late- 
rali delle braccia, impiantate su protuberanze del derma“), mentre, nella 
forma ridotta (fig. 2), le stesse appendici sono rappresentate da sottili spine, 
poco sporgenti ©. 

Sebbene altri caratteri, assunti dai sistematici come specifici dell’ Astro- 
pecten bispinosus, siano poco modificati nella specie del Canale, come le scul- 
ture dei denti buccali e le relative appendici, pure € da domandarsi quali 
siano state le possibili cause, determinanti le variazioni sopra cennate, nella 
forma migrata %). 

Ritengo potere escludere che l’ambiente del Canale, con la particolare 
salinita e temperatura delle sue acque, abbia esercitato un’influenza su la 
specie adulta, emigrata dal Mediterraneo, perche gli Echinodermi, in genere, 
e gli Asteroidi in ispecie, hanno tardi movimenti di progressione e, per lo 
pil, vivono stazionari o quasi in zone determinate, per cui non potrebbero 
compiere lunghi percorsi per raggiungere zone lontane. 

Da quanto ci @ noto sul potere migratorio diverso nei vari gruppi 
d@animali marini, confermato dalle deduzioni, che il Fox“ ha tratto dai 
risultati della Spedizione Inglese di Cambridge al Canale di Suez 5), si puo 
ammettere che molte specie di Echinodermi e fra essi gli Asteroidi, in mas- 
sima parte, passino nel Canale allo stato embrionale, sotto forma di larve, 
insieme al Plancton, che vi & trasportato dalle correnti marine. 

Che la migrazione si possa avverare per mezzo delle forme embrionali 
planctoniche, trasportate passivamente dalle correnti, viene documentato da 
un altro Asteroide, |’ Astropecten Bonnieri Koehler, che vive in Mar Rosso ©), 
e che, dalla « Magnaghi », fu anche raccolto a Porto Said, a distanza assai 


(1) H. Lupwic, Seesterne. Fauna und Flora des Golfes von Neapel. Berlin, 1897. 

(2) Il Mortensen, sistematico di vecchia data, esaminati gli esemplari del G. di Catania 
e di P. Said, ritenne entrambi identici Astropecten bispinosus O., su che mi sono permesso 
di dissentire. 

(3) Tale ricerca implica la trattazione di uno dei problemi pit discussi della Zoologia 
scientifica, le cause dell’origine delle forme mutanti e delle specie elementari. 

(4) M. Fox, General Part in: Zoological results of the Cambridge Expedition to the Suez 
Canal. « Transactions of the Zoological Society of London », 1926, 29. 

(5) Il Fox (loc. cit.), oltre la salinita nei vari settori del Canale, prese in conside- 
razione le correnti, specialmente quelle di marea, seguendo i dati raccolti dalla Compagnia 
del Canale di Suez. Distinse quindi tre categorie di animali marini, che possono essere favo- 
rite o impedite alla migrazione. Gli Echinodermi sono fra quelli, che, nella loro maggio- 
ranza, penetrano nel Canale, con il Plancton, allo stato embrionale, sotto forma di larve. 
Il maggior numero di specie, penetrate dal Mar Rosso, in confronto a quelle penetrate dal 
Mediterraneo, dal Fox é spiegato. dal fatto che le correnti di marea, dal Golfo di Suez, si 
riversano nel Canale per 10 mesi dell’anno, da ottobre a luglio, mentre per due mesi, 
agosto, settembre, l’acqua dal Mediterraneo scorre verso Sud. 

(6) R. KoeH.er, Echinides, Stellerides, Ophiurides recueillis par M. M. Bonnier et Perez 
dans le mer Rouge. « Bull. du Mus. d’Histoire Natur.», Paris, 1905. 
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rilevante, tale che la forma adulta non avrebbe potuto raggiungere con i 
propri mezzi. Anche Astropecten polyacanthus M. Tr., che vive in Mar Rosso, 
fu dalla « Magnaghi » raccolto tra Porto Said ed Ismailia. Di tale specie, 
acclimatata nel Canale, ho ricevuto molti esemplari dal Direttore della Sta- 
zione di Biologia marina di Ghardaqa, Dott. Crossland. 

Si ritiene, d’altra parte, che la specie adulta, anche migrando a cost 
grande distanza dal Iuogo d’ origine, non potrebbe subire, nel nuovo ambiente, 
le modificazioni sopra cennate, per effetto della nuova pressione osmotica, 
della temperatura o dei sali minerali, le quali cause invece potrebbero agire 
su i prodotti sessuali, deposti in ambiente diverso e su le larve, come é 
dimostrato dai risultati sperimentali di vari ricercatori (Herbst). 


A B 


A — Forma giovanile di Astropecten bispinosus Otto, raccolta nella zona fangosa dello 
xoccolo continentale del Golfo di Catania. (Grandezza naturale). 


B - Forma adulta, raccolta dalla « Magnaghi» a Porto Said. (Grandezza naturale). 


La differenza di pressione osmotica, di temperatura e gli altri fattori 
del nuovo ambiente, potrebbero, difatti, aver determinato neeli embrioni varia- 
zioni di natura blastogena, modificandone la costituzione genetica, per cui i 
nuovi caratteri, che distinguono la forma migrata da quella tipo od originaria, 
non sarebbero cancellabili come in un fenotipo, ma stabilizzati e trasmissibili, 
essendosi costituita una forma genotipicamente diversa. 

Le considerazioni sopra cennate, essendo fondate su documentazioni 
indirette, mancano della necessaria sperimentazione, onde la interpretazione 
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data alla nuova forma, ha valore dipotesi. Ipotesi di lavoro per i Zoologi, 
che vorranno utilizzare le acque del Canale di Suez, grande vasca naturale 
di acclimatazione, per lo studio dei problemi relativi alle cause dell’ insor- 
gere delle mutazioni. 


Limitandoci ai fatti osservati, due obbiezioni potrebbero farsi: 1° che 
la specie di Porto Said sia forma giovanile di Asir. bisp. del Mediterraneo; 
2° che la specie stessa sia sessualmente immatura ¢ che percid potrebbe 
raggiungere dimensioni maggiori. Alla prima rispondono le due figure qui 
inserite, dalle quali si rileva che il carattere delle spine aculeiformi ¢ gia 
sviluppato negli individui giovani della specie mediterranea; alla seconda si 
risponde che nella specie di Porto Said alla base e ai due lati delle braccia 
sono visibili le gonadi con elementi sessuali maturi, come fu rilevato da 
preparati microscopici, mentre, nelle forme giovanili, di identiche dimen- 
sioni, della specie mediterranea, esse sono ancora invisibili con gli ordinari 
ingrandimenti. 

Si deduce, per tanto, che Astropecten, raccolto a Porto Said dalla « Ma- 
enaghi », per la modificazione di alcuni caratteri essenziali, non possa essere 
identificato con il bispinosus del Mediterraneo. 


QtICUunL LACAINOAETH 


Fotogr. 1 - ASTROPECTEN BISPINOSUS Otto - Specie mediterranea, adulta, 
catturata con rete di fondo nel Golfo di Catania. Prof. m. 40. 


Fotogr. 2 ~ ASTROPECTEN BISPINOSUS Otto (?) ~ Specie del Canale di Suez, adulta, 
catturata con draga a Porto Said. 
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MEMORIE E NOTE PRESENTATE DA SOCI 


Matematica. — Sulle varieta situate suc cont provettants 
la NV? che rappresenta la totalité delle guadriche di S,. Nota II 
di M. Vixra, presentata“ dal Corrisp. E. Bomprant. 


3. La proprieta espressa dal teorema del n. 2 & caratteristica per le 
®,’" perché, se indichiamo con D,,y un cono proiettante da un S, una 
V;,(r >1), che non soddisfa ad equazioni di Laplace, si ha: 

Una V; situata sopra un cono D,.y — incontrata daglt S,., del cono 
in Vp_, — se possiede co?@t—r—1)—vE, dj Y:,; & mecessariamente la 
@;,”” ( ey 90). 

Dimostriamo dapprima che D,., & necessariamente il cono Gree 

Sia infatti P un punto di V; e t¢ una tangente in esso a V;. Siccome, per 
ipotesi, Vi possiede co?@!—"——VE, di y,,,, ne possiede co?!—2r—v—« 
che hanno in comune il punto P e la tangente ¢. Sia L una curva di V; 
che passa per P, che é ivi tangente alla t e tale che il suo S; osculatore 
in Pe lS; tangente in Pa V; stiano in un Spel Ein Pidink quindi 
uno degli co?#—?r—v—1 E, di y,,, precedenti. 

Se S, & lo spazio ambiente di D,,,, proiettiamo dall’ S, singolare di 
D,,y sopra un S,_y~—1 (sghembo con Sy): la Vy. si ‘proietta in una V, 
perche possiede in ogni S,., di D,,, una V._, (e basterebbe perché questa 
proiezione fosse una V; che V; possedesse in ogni S,,, di D,.y almeno 
un punto). 

Oltesta W776 la-sezione; di WD) 4 ,con S59 22 

Siano poi P’ ed L’ le proiezioni di P e della curva L. 

L’S,;+y41 tangente in P a D,,y (che contiene |’ S; tangente in P a 
Vz) e I'S, osculatore in P a L stanno in un S,4,4. perché I'S; e I’S, 
stanno in S,4,. 

L’S; osculatore in P’a L’ e |’S, tangente in P’ alla V, stanno quindi 
nell’S,.; in cui l’S,, 4. precedente (che contiene |’ S, singolare di D,,,) 
Sepa iio, 3. ambiente dia V,s IE, in P’.a L’ é quindi un E, di y,,, 
per V,. 

V, possiede dunque per ogni punto P e direzione ¢ un E, di y,,,; e 
non puo possederne infiniti perché, per ipotesi, non soddisfa ad equazioni di 


(1) Nella seduta del 3 dicembre 1938. 
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Laplace“. In conclusione : V, possiede co?’—' Ey di Y54 © siccomernon 
soddisfa ad equazioni di Laplace, per il citato teorema di Bompiani, essa 
& la Vy dell’S,¢. 43) rappresentante le quadriche dell’S,;. E D,,y € quindi 


ileconte. Ge a 
Rimane da vedere che V; ¢ necessariamente la ®,’". > 
Ve. 
2 


Siccome V;, come si é ora dimostrato, appartiene a C,., ( + == 


=kart 7 e siccome, per ipotesi, V. ¢ segata dagli Sy;, di C,,y in 


V,—+, per dimostrare che V; @ la ®,’” bastera provare (cfr. n. 2) che gli Se 
tangenti a Vz riempiono la W.,4 41 luogo degli S,44: taneentt; ace ne 

Ma cio é evidente: Vi, per ipotesi, possiede oo? @!—*-—E, di 1,55 
la varietd luogo degli S, tangenti ad essa ha quindi esattamente dimensione 
2r+v+41 e coincidera necessariamente con la W2,+y41- 

Per i coni C,., sussiste poi la seguente proprieta caratteristica: 

Un cono D,,y sul quale giaccia una Vy — incontrata da tut gli Sy4x 


del cono — che possiede co?@#—-*—-U—-VE, di y;,; é mnecessariamente il cono 
NSE tt 
cal oe . eat SN, he 10) 


La prima parte della dimostrazione del teorema precedente dimostra 
pure questo teorema perché, come si ¢ gia osservato, in essa non si fa uso 
dell’ ipotesi che Vz sia incontrata dagli Sy, di D,,y in V,_,, ma solo 
dell’ipotesi che V; sia incontrata dagli S,,, di D,,y almeno in un punto, 


come nel caso attuale. 


4. Fra le ®;,’” le pik importanti sono quelle per v dispari e relative 


y gees 
dik. 
2 


al valore minimo r + 
TV = 6 f . : 
Le y,,;, delle ® oven (r >1; v dispari e >>0) non dipendono infatti 

2 


da funzioni arbitrarie ma formano un sistema oo?”+¥—!, 
Inoltre: sper gli Edin yy)3 dn ina ,’” qualungue ci si tiduce sempre 


eae r,v . 2 
a quelli di una Dae , come verra precisato nel n. 5. 
2 


(1) Infatti, se una V;(r >> 1) possiede oodE, di y, , esattamente (27 —1<8< 
(4r — 8) (8— 2r+1) 


< 31 — 2), essa soddisfa almeno a 
2 


(Vita, N, p. 10). 

(@) Waray Nps 9: 

(3) Questo teorema in un caso molto particolare, e cioe per r= 2 € v=k—2, 
trovasi gia a p. 218 della terza delle mie Note citate (la condizione 1a introdotta che gli 
E, di ie siano ordinabili in curve y, @ superflua). 


equazioni di Laplace (lin. indip.) 


ae 
ub 


2 


Ponendo nel teorema del n. 2 k=r + : (v dispari) si ha, ap- 


punto come si € detto sopra: 


arn (ang * 
La varieta Pe +1 possiede co?"+¥—* curve Yr,3: queste Y,,,; sono tutte 


2 


e sole le y,,; delle Vy 45 (dell’ S,4.,) intersezioni di Div ts con i coni qua- 


drict (di vertice Sy) contenuti nel cono C,,y(r >1, v dispari ¢ >0). 


Osservazione I. — Da un mio teorema, gid ricordato nel n. 2, segue 
che le Va dell’S,a, i cui Sa tangenti riempiono I'S, ambiente, posseggono 
co?4—? curve ¥,,, esattamente. 


Le suddette Vy +; dell’S,4; sono proprio di questo tipo (i Syenerad 


Z 


SOG ters v+1 
esse tangenti riempiono |’S, 14; ambiente: cfr. n.2 per k= r + at € 
2 


as r,v 
percio posseggono co’+'y,,;. Le curve y,,; delle ® , vt1 provengono 
pa eae) 


2 
da queste varieta e quindi provengono, in definitiva, da varietd di tale tipo 


: : ; ’ 2 
anche gli E, di y,,; di una ®,’” qualunque, come seguira dal n. 5. 


Osservazione Il. — La @7?“~92~'(r>>1,d>>r) appartiene al- 
v+yI 
2 


nel teorema 


i Sr) a, er possiede e074 —* 2 (se posto d=r+ 


precedente ; 


Ora: le varieta Va dotate di oo?4—? curve y,,,; che finora si cono- 


scono sono (oltre alla ®)°*“ ~~") le seguenti: 
d 
La Vi dell’ Sa2+3) rappresentante le quadriche dell’ Si (la quale é 


2 


la sola Ve per cui ogni E, @ E, di y,,; e lo spazio ambiente ha dimen- 
sione massima: teorema di Bompiani esteso“)); le Va dell’S.a, i cui Sa 
tangenti riempiono |’S,z ambiente (le quali sono le uniche Va che posseg- 
gono co?*~*y,,; e per cui lo spazio ambiente ha dimensione minima @); 


(1) Vitra, la seconda delle Note citate, n. 5. 

(2) Il teorema a cui sono pervenuto nel n. 32 di M (e che ho enunciato anche nel 
n. 4 di N) si pu enunciare anche nella forma seguente, che é preferibile dal punto di 
vista geometrico: Se V, possiede cod (2k —1=<=8=3k—2) E, di Y1,; & 8¢ lo spazio 
a cui V, appartiene ha la minima dimensione compatibile con tale ipotesi, essa 6 necessaria- 
mente una V, dell’ Suk _9—y> 1 Cui S, langenti riempiono I S, ,—§—1 ambiente. In par- 
ticolare, se 8 = 2k —1, gli Ep di Y,,; Sono organizzabili in oo?#—? curve Y1,; © Si ha 


il risultato del testo. 


— 398 — 


le Va sezioni iperpiane delle Va;, di Segre il cui interesse (superiore, per 


noi, a quello delle stesse varieta di Segre) ¢ posto in luce in M ®, 


. e 9° CKD — 
Appare quindi notevole l’importanza delle ®, Gar ches pe mann 


valore qualunque di d(>>2), offrono esempi di Va con sore 
anzi, per uno stesso valore di d, di queste Va ve ne sono di tipo diverso 


(a seconda dei coni C,,.qa—y—1 su cui giacciono), 


5. Sussiste il teorema: 
Gli E, di y,,; di ®;,’~ sono tultie soli gli E, di y,,; delle O,."; ? situate 
: vt 
su di essa |r niga ee! 4V,fD>1, V0 yp = 2k— 27 — 1); 
S’avvertira subito che p @ il numero delle funzioni arbitrarie da cui dipen- 


dono le y:,; di ®,’”. 


h 


2(d—r)—1 


sono del tipo ®;’ consi- 


p—r)—I1. 


€ posseggono co?!—/)—2y, , 


Si noterd’ pure che queste ®,”, / 
derato nel numero precedente avendosi v— p = 2 (k 
Esse appartengono all’ S,¢ +3) 

k 2 


SS Ys yp 
esattamente (la diseguaglianza d>r ¢ verificata avendosi k 
sendo k=r-+y). 

Per dimostrare il teorema, ricordiamo che gli E, di y,,, di ®,’”, per 
il teorema del n. 2, sono tutti e soli gli E, di y,,, delle Vi_,4, (del- 


pS es 


PS, 45) intersezioni di ®,’” con i coni quadrici (di vertice S,) contenuti 
nel cono C,\,. 

Ma, per un teorema che ho dimostrato altrove™, gli E, di y,,; di 
una V;,_—,41 sono tutti e soli gli E, di y,,; delle Vy43—p In cut Vie es 


2 
ésegata dagli Sy4,—, (dell 3,45). 
Queste varieta Vy4;—> dell’S,4,—,, in definitiva, sono l’intersezione 


2 


. r,V . . . 5 . ae 
di ®,”", di:un Srrt5) Re, @) e di uno dei suddetti coni quadrici; e 
OS ed pea 


9 


quindi appartengono alle ®,°", " sezioni di ®,’” con gli S,¢ 45) i Sar G) 


4 


Gy VinvayeMs SS 115, 12: 
(2) Sussiste il teorema (VILLA, M, n. 34): Gi co34—m—1 E, di y, ; di una V , del- 
PSi 4 (Om <A), i cui Sq tangenti riempiono P Si 1, ambiente, sono tutti e soli gli Ep 


ase oe 
2) 


di Y, os delle V_,, dell’S, ,, situate su di essa. Nel nostro caso sihad=k—r+1,m= 
(e gli S,_,4, tangenti alle V,_,, riempiono I'S, , , ambiente: cfr. n. 2). 


(3) Questo spazio é, nell’ SHOWS) see ambiente di 7’, quello che sega sul- 
2 
] Oy es di Vi ee ae un Syste aa 
(4) Voglio osservare esplicitamente che le sezioni iperpiane delle ©” sono @)°* 7 * 
(e cosi le proiezioni delle ® sono ancora ®). 


a Oe 
Siccome gli k, di y:,, di ®,2°>-? (per il teorema del n. 2) sono tutti e soli 


gli E, di y,,; delle V,4,—), intersezioni di ®{:%;’ con i coni quadrici 


(Gigvettices Sy.) situati_ sal Scono Cy, olin “cut “Gy 6) segato” tdale 


ie Ss > \ \ b 
Pra , Passerto é cosi dimostrato. 
WP ivti—p 


2 


OssERVAZIONE. — La proprieta espressa da questo teorema rientra in 
quest’altra, assai pi. generale: 

Se una V; dell’ Sa possiede co?* +?—1 BE, di y.,, (O<Cp=hk—1) orga- 
nixzabili in curve y,,; dipendenti da p funztoni arbitrarie, le Vi» sexioni di 
Vi con gli Sap posseggono co?*#—\)—? y,,, esatlamente e gh E, di y,,; a 
Vi. sono tutti e soli quelli delle Vi_,». 

Cosi avviene appunto, oltre che per le ®,’”, per le Vz dell’ Span, i 
cui S; tangenti riempiono lo spazio ambiente (si veda il teorema di M ora 
ricordato, che rientra anch’esso nella proprieta generale precedente); per le 
Vi di Segre (le cui y,,; dipendono da una funzione arbitraria) “; per gli 
stessi coni C,.y e negli altri casi finora esaminati. 

Ho dimostrato in M (n. 42) che, perk< 5, se una Vx posstede co?! +?—* Ey 
di y:,;(O<p =k —1) questi sono sempre organizzabili in curve y, , dipen- 
denti da p funzioni arbitrarie (e quindi per essa si presenta il fatto prece- 
dente). Segue che, per k<5, fra le Vi che posseggono cot +?—"(0O= p= 
=k—r)E, di y,,, le pi importanti sono quelle relative a p minimo, p=0. 

Per k= 5 invece non si sa ancora se per le y,,, di una Vz che pos- 
segga cot®+P?—"(Oo< p=k—r)E, di y,,; si presentino necessariamente 
funzioni arbitrarie e tanto meno quindi se sono sempre in numero p. E 
questa una questione importante che merita di essere studiata. 

Se per k= 5 non si avesse un comportamento diverso che per k< 5, 
si potrebbe utilizzare la proprieta suddetta per ricercare le V; che posseg- 
gono co*#—1E, di y;:,, € coe co? y,,,(p = 0), le quali acquisterebbero 
particolare interesse. 

Basterebbe infatti segare con spazi lineari di dimensione opportuna le 
Vi che posseggono co?#+?—*E, di y,,,(0< p= —1), per ricercare le 
quali ho indicato un metodo in M. 


6. La 1°” possiede co? +2="E, di Yy,,(p = 2h—27 —v—1); sudi 
essa esistono quindi sistemi regolariG) di y,,, di dimensione 2k + p—2 


(DaVILEAS IN, p73 MyLS. ii. 

(2) Vitra, M, n. 42. 

(3) Ho chiamato, in lavori precedenti, regolare un sistema x ood di curve di una V, 
quando i piani osculatori in un punto generico P di V, alle curve di & passanti per P e 
aventi ivi la tangente tf sono cod—2k+2 (quante sono cioe le curve dia per Prentat- 


genti ivi alla ¢). 


(e non di dimensione superiore). Questi sistemi assorbono tutti gli E, di 


aires act Kp Os 


vy I . v. . . . 
Se k=r-+ ular , esiste sopra ®,’” un unico sistema regolare di y,,, 
2 


di dimensione massima ed é quello formato da tutte le y,,; della varieta. 


v-EI . ; ; 
Se invece k>>r + i , si perviene ad un sistema regolare di y,,; 


di dimensione massima (2k + p— 2) di ®,’”, seguendo un procedimento 


generale che ho indicato in M (n. 45), in questo modo: nell’ Srort5) ae 
2 


ambiente di ®;’” si consideri un sistema generico o 003? di S,¢ 45) ae : 
———~+v+1—p 
2 


allora un sistema regolare di y,,; di dimensione massima é quello formato dalle y,,, 


22 


delle Ores in cui D;,'” é segata dagli Ca, ee dic. 
ae p 
7. Se k ha il valore massimo, k =r +, si puod osservare che una 
V,4y Situata sopra il cono C,,,, incontrata dagli S,,, del cono in V,, é 
sempre una ®;'", (n. 2) purché appartenga allo spazio ambiente di C,,, 
(e non ad uno spazio di dimensione inferiore). 


Sloe f= 2, Cry, Un. .cono di Veronese. 


5 v : ‘ 
Le opr a Pree +2;v> 0) , poste su quest! coni, apparten- 
gono all’S,46 € posseggono esattamente oo?(@#—3)—-vE, di y,,, (m. 2). 


[ees ‘Oya 


Quindi anche le sole ®;’” danno esempi di Vz con co®(2k 
<= 3k—4)E, di y,,; per tutti i possibili valori di k e di 3. 
I teoremi del n. 3 porgono (per r = 2) proprieta caratteristiche delle 


®;’" e dei coni di Veronese. Fra le ®;’” le pit importanti sono quelle 


per v dispari e relative al valore minimo di k, k= - Per esse si 


ha (n. 4): 
Una varieta ® 


ys (¥ dispari e >>0) possiede co¥+3 curve Y:,; esaita- 
2 
mente; queste Y:,,; sono tutie e sole le y,,; delle V,4, (del? S,4,) interse- 


2 


2 


. . . Vv . . ob a. . . . . 
xiom di ®,’, . con i com quadrici (di vertice S,) contenuti nel cono di Ve- 


fonts eG awe 

Per v= 1 & k =3 e per la ®;’" vale quindi l’osservazione del n. 7. 

Si ha percio il seguente risultato, a cui pervenni gia nella terza delle 
mie Note citate: 

Una V, dell’ S, situata sopra il cono di Veronese C,,, — incontrata dai 
piani del cono in curve — possiede coty,,, esattamente; queste y,,,; sono tutte 


ea 


—— 4OT —- 


e sole le Y:,; delle superficie (del? S,) intersezioni di V, con i coni quadrici 
(di vertice S,) contenuti in C,,. 
Per gli E, di y,,, di una ®j’” qualunque ci si riduce sempre a quelli 


di una O's (n. 5). 


: yk —2 ° 
Pex x massimo, k =v+ 2, si hanno le ©, , per le quali vale 
Yosservazione del n. 7. 
2,k—2 ; 
Le ®; » appartengono all’ S, 4, e posseggono co}*—4E, di y,,,;, 
€ sono le varieta (che indicai con ®;) a cui ¢ dedicata la terza delle mie 
Note citate e che si ritrovano dunque qui come caso molto particolare. 


Cerchiamo tutte le varieta a tre e a quattro dimensioni che sono 
v+I 
opr (r+ <hr tvs r>1,v>0). 


Penne = 4c mececsaliaimentens ==12,,. vie-/it © stuiia lagVa delle sn, 
situata sopra il cono di Veronese C,,, (incontrata dai piani del cono in 
curve), di cui si € gia detto nel numero precedente. 

Questa V, possiede coty,,,. Altre V; che posseggono coty,,, sono 
(n. 4): la V,; dell’S, che rappresenta le quadriche dell’S, (la quale ¢ Pu- 
nica V, che possiede co+y,,,; e per cui lo spazio ambiente ha Ja dimen- 
sione massima 9); le V,; dell’S¢, i cui S; tangenti riempiono |’ S, am- 
biente (le quali sono le uniche V; che posseggono coty,,, e per cui lo 
spazio ambiente ha Ja dimensione minima 6); la V, dell’ S, sezione iper- 
piana generica della V, di Segre rappresentante le coppie di punti di due 
piani. 

Non si conoscono invece V; con coty,,,; ed appartenenti all’ Ss. 

Peek 4 ef = 2, V3) Oppite r= 3 v= 650 infine ¢=2"2,, vz= 2 

(nxentyamb. i casi 7-25 ,. V.—= 3€ v= 1 la varieta possiede 
cot y , , esattamente (n. 4). 

MemCigl) = .3 Vex Ao? == 21.) /e2. 2 vale losservazione deli giay. 

Le V, in discorso con co y,,,; sono (n. 2): 

1° (k=4,r=2, v= 3) Ogni V, (dell’S,) situata sopra il cono 
di Veronese C.,,, — incontrata dagli S, del cono in superficie — i cui Sy tan- 
genti riempiano il cono Ws; le cof y,,,; sono tutte e sole le y,,, delle V; (del- 
VS6) in cui la V4 incontra i coni quadrici (di vertice S;) contenuts in C.,,. 

BON Cielo) Tae S 5 V 1) Ogni V, dell’ S,, situata sopra il cono 
C,,,, incontrata dai piani del cono in curve; le co®y,,; sono tutte e sole le 
oe delle superficie (dell’S,) in cui la Vy incontra i coni quadrici (di vertice 
S:) contenutt in C,,, 

Altre V, che posseggono co® y,,; sono (n. 4): la V, dell’S,, rappre- 
sentante le quadriche dell’S, (la quale € Punica V, che possiede co® y,,, 
e per cui lo spazio ambiente ha la dimensione massima 14); le V, del- 


Sg, i cui S, tangenti riempiono |’ Sg ambiente (le quali sono le uniche 
V, che posseggono co’ y, ; e per cui lo spazio ambiente ha la dimensione 
minima 8); la V, dell’S,, sezione iperpiana generica della V, di Segre 
rappresentante le coppie di punti di un S, e di un S,;. 

Si hanno cosi esempi di V, con co®y,,, appartenenti all’Sg, all’S,, 
alle Srosealcomee al ony. 

Non sono invece note V, con co%y,,, appartenenti all S,, 0 all’ S,; . 

Infiner nel terzo-caso, 7 = 2, 1S la Vp possiedetco® Eondin7 ed 
-@ quella a cui pervenni nella mia Memoria pit volte citata (e che ivi in- 
dicai con ®,): st tratla cioé della Vy dell’Sg situata sopra il cono di Vero- 
nese C,,., incontrata dagli S, del cono in superficie. 


Fisiologia. — Ancora sul rapporto tra peso del fegato e peso 
corporeo in un mammufero. « Mus decumanus » Pall“). Nota di 
A. Batu, presentata® dal Corrisp. S. BacGrront. 


Dato l’interesse che suscita il problema dei rapporti tra fegato, meta- 
bolismo dei lipidi e gestazione negli animali, ho pensato di esporre alcuni 
dati da me raccolti in un roditore, il Mus decumanus 6), anche se queste 
osservazioni vertono su di un numero piuttosto piccolo di esemplari. 

Questa Nota ha carattere preventivo, ed i dati esposti, nonostante il 
fatto che il numero degli esemplari da me esaminati ¢ stato esiguo, non 
mancano di particolare interesse, sopratutto perche in contrapposizione coi 
risultati ottenuti da altri AA. su altri mammiferi. Spero, tuttavia, di con- 
fermare questi miei primi dati in un secondo tempo, quando, nella primavera 
ventura, potro raccogliere un pil abbondante materiale, a complemento delle 
ricerche ora iniziate. 

Studiando la stessa questione di recente “ in un altro mammifero inset- 
tivoro, la Talpa europaea L., ho avuto campo di constatare qualcosa di diverso 
da quello che fu descritto da altri AA. pure su mammiferi. I dati che ora 
espongo si riferiscono ad un mammifero roditore omnivoro, come roditore 


(1) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Zoologia e di Anatomia comparata della R. Uni- 
versita di Modena. 

(2) Nella seduta del 18 dicembre 1938. 

(3) Questi topi sono stati catturati in un deposito di immondizie presso una ditta 
della periteria della citta di Modena, ove tali immondizie vengono con opportuni proce- 
dimenti trasformati in concimi. 

(4) A. Batxt, Rapporto tra peso del fegato e peso corporeo in « Talpa europaea» L. 
(In corso di stampa su « Arch, Ist. Biochim. Ital. »). 
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ed omnivoro e dello stesso genere é il ratto bianco studiato da Herring ©), 
i cui dati, in proposito, sono del tutto diversi da quelli da me trovati. 

Mentre per cid che puo riguardare in generale i mammiferi rimando 
alla mia Nota gia citata, prendendo in particolare considerazione i risultati 
di Herring, ricordero che questi trovd nel ratto bianco un aumento consi- 
derevole in peso (in media del 27.5°/) del fegato durante la gravidanza, 
aumento che l’A. interpreta come conseguente all’aumentato metabolismo 
generale che lo stato gravidico implica nei mammiferi e nel quale il fegato 
é il viscere, come dice lo stesso Herring, principalmente interessato. 

Nelle tabelle che seguono ho esposto, oltre alla data di cattura dei 
42 maschi e delle 28 femmine, la lunghezza del corpo degli animali senza 
la coda, la lunghezza della coda, il peso dell’ utero gravido o no delle fem- 
mine, il peso del corpo, il peso del fegato ed infine il valore del rapporto: 
peso fegato- 100 
peso corporeo 
caso delle talpe, astrazione sia del contenuto intestinale in ambo i sessi e 
nel caso delle femmine anche del peso dell’ utero gravido o no, per le ragioni 
accennate nel mio precedente lavoro. I maschi sono stati numerati secondo 
un ordine crescente di peso del corpo; le femmine secondo un ordine cre- 
scente di peso dell’ utero e questo prima per le femmine non eravide ed 


. Nel calcolare il peso del corpo, ho fatto, come anche nel 


in seguito per quelle che lo erano. Nella colonna che da la lunghezza della 
coda, e questo per 1 soli maschi, come si vede, i dati sono stati spesso sosti- 
tuiti da una lineetta: si tratta di individui con coda mozzata. 

Osservando ora i tisultati da me ottenuti col Mus decumanus, diro che 
peso fegato-100 
peso corporeo 
femmine in gestazione (dal n. 9 al n. 18), rispetto a quelle che non lo erano 
(dal n. r al n. 8), ma lo @ di ben poco (5.84 per le femmine in gestazione 
e 5.33 per le altre). Ricordo che un risultato, si pud dire identico, fu da 
me trovato con le talpe. Come controllo ho esaminato anche parecchi 
maschi (tab. 2) tutti pit o meno adulti (dal n. 1 al n. 36), come nel caso 
delle femmine (dal n. 1 al n. 18), ed € risultato, come pure ebbi campo 
di constatare nelle talpe, che in essi il rapporto (4.61) in causa ¢€ minore 
rispetto alle femmine. Le differenze tra i risultati ottenuti da me con Mus 
decumanus e da Herring “ coi ratti bianchi, sono, come si vede, evidentissimi. 

Veniamo ora ai risultati ottenuti da Bennet Bean). Secondo questi, 
peso fegato 


il rapporto é in aumento, come si vede nella tabella I, nelle 


«nei mammiferi, il rapporto diminuisce in peso con l’eta per 


peso animale 


(1) P. T. Herrinc, The effect pregnancy upon the size and weight of some of the organs 
of the body. «Brit. Med. Journ.», 1920. (Citato da CaNneLLa nel suo lavoro: Metabolismo 
dei grassi e gestaxione nei Vertebrati. « Arch. Zool. Ital.», 1936). 

(2) R. Bennet Bean, Notes on the postnatal growth of the heart, kidney, liver and spleen 
in Man. «Carn. Inst. », Washington, n. 272 (citato da Ranzi). 


cui al momento della maturita sessuale, come riporta Ranzi ©), ¢ minore 
che alla nascita ». 

Nella tabella 1, dove sono riportati dal n. 21 al n. 28 gli individui 
femmine di una stessa covata e nella tabella 2, dal n. 40 al n. 42, gli individui 
maschi della stessa covata delle femmine, tutti non ancora slattati, si vede 
che il rapporto medio in causa é di 4.68 per le femmine e di 4.16 per i 
maschi. Come si vede, pur presentandosi il rapporto un po’ pit elevato nelle 
femmine, come nel caso degli animali adulti, rispetto ai maschi della stessa 
eta, i suddetti valori sono quasi identici a quello medio dei maschi adulti 
(4.61) e di poco inferiori a quello medio delle femmine adulte in-gestazione 
(5.84) e no (5.33). Altri risultati ottenuti con alcuni individui (nn. 19-20 
per le femmine e nn. 37-38-39 per i maschi) slattati gia da tempo, ma ben 
lungi dall’essere adulti, come d’altronde i loro pesi lo dimostrano, quasi 
si equivalgono ai precedenti. Non mi sembra pertanto, almeno in base ai 
miei dati, che si possa parlare in questo caso di diminuzione del rapporto 
peso fegato 
peso animale 

Il problema, indubbiamente interessante, presenta delle difficolta di inter- 
pretazione non lievi. Non é certo sufficiente studiare una data specie di mam- 
mifero e da questo trarne conclusioni valevoli, anche in massima, per tuttt 
i mammiferi. L’ambiente stesso in cui una data specie vive, come pure lo 
stato di vita libero o in cattivita, l’alimentazione e altri fattori ancora, hanno 
di sicuro un’influenza sui risultati ottenibili. 

Ad ogni modo, la ricerca estesa ad un numero maggiore di individui 
di ambo i sessi, sia giovani che adulti, sia femmine gravide o no, portera 
sicuramente a conclusioni di notevole importanza. 


dalla nascita alla maturita sessuale. 


(1) S. Ranzi, Fegato, metabolismo dei lipidi e funzioni sessuali nei Vertebrati. « Arch. 
Zool. Ital.», 1937. 
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TABELLA I, 


Femmine. 


@ a ine M. 
x) di del corpo| Peso del 
= (senza _ della coda gr. M. 
i cattura coda) senza fegato 
Z mm mm utero 
I 6 aprile 1938 220 220 0.560 279.8 16.220 5.81 
2 5 » » 225 220 0.625 364.4 14.810 4.06 
3 6 » » 220 200 0.690 289 — 17.370 6.01 
4 5 » » 210 190 0.705 217.9 12.700 5.82 
5 Lyin. » 235 230 0.745 340.5 14.640 4.29 
6 5 » » 230 225 0.910 319.6 18.295 S72 
Fi 8 » » 220 190 1.530 385 — | 21.510 5.58 
Gh aw » » 240 210 1.970 382.2 22.050 5.76 
Media . . 5.33 
9 5 » » 220 220 0.390 300.1 17.500 5.71 
10 --\22 » » 230 200 0.680 346.2 19.650 5-67 
II 6 » » 240 200 0.775 359.6 17.600 4.89 
12 6 » » 245 220 0.980 409.7 20.470 4.99 
iB |p » » 240 200 1.090 22207, 21.190 6.56 
14 5 » » 230 190 1.510 359.1 18.260 5.08 
15 D » » 245 — 1.685 455.2 30.260 6.64 
LO meee » » 230 190 5-970 368.5 22.775 6.18 
17 5 » » 240 220 6.105 342.5 23.030 6.72 
18 8 » » 240 180 Fells 462.4 27.340 5.91 
Media . 5.84 
1Omeni22 » > 130 120 0.070 56.7 2.950 5.20 
20]. 1|22 » » 130 120 O.115 59.3 3-370 5.68 
Media . . 5.44 
Pile Woke 5) » 60 22 0.030 7.35 0.360 4.89 
22528 » » 56 20 0.035 5.97 0.275 4.60 
2323 » » 60 21 0.035 7.37 0.360 4.88 
2Am 22 » » 56 20 0.040 6.73 0.285 4.23 
2523 » » 58 21 0.040 7.29 0.390 5-34 
2Omml23 » » 59 22 0.040 7.26 0.355 4.88 
2723 » » 55 21 0.050 6.76 0.275 4.06 
28 123 » » 60 22 0.050 7.78 0.345: 4.43 
Media . 4.68 
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TaBELLa IL. 
Maschi. 
E ee ae Lun- A F 
v k delcorpo | ghezza Peso Peso 
s | a (senza {della coda| del corpo del fegato 
; cattura coda) 
A mm. mm, er er. 
I 6 aprile 1938 195 180 196.2 9.750 
2 8 » » 240 180 288.9 14.850 
3 6 » » 230 190 309.6 12.570 
4 6 » » 220 180 322 - 11.400 
5 2 » » 250 — 327.7 23.095 
6 8 » » 230 200 330.2 13.355 
qe ee » » 230 190 338.8 15.075 
8 5 » » 225 190 342.2 17.095 
g |22 » » 220 == 346.6 18.280 
10 8 » » 250 200 353-5 1S 2495 
ii 6 » » 240 200 353-9 13.150 
12 8 » » 230 200 365.5 S339) 
12 5 » » 230 = 385.3 16.575 
14 8 » » 250 210 388.4 15.940 
15 Gy » 240 220 402.5 20.205 
16 6 » » 260 — 408.3 22.630 
17 6 » » 240 — ALI.1 20.280 
Lomi22 » » 260 -- 412.8 20.800 
TOES » » 240 — 415.8 19.905 
20 5 » » 220 -—- 417.4 21.180 
2 N22 » » 220 210 418 — 15.050 
22 5 » » 240 200 422.7 17.450 
23 5 » » 230 — 424.2 18.525 
24 8 » » 260 210 426.4 21.880 
25 8 » » 230 190 426.5 19,600 
2 On Se ee) » 250 220 427.2 15.620 
27 8 » » 250 210 427.8 19.520 
28 6 » » 250 210 431.9 17.220 
29 6 » » 240 210 435.1 16.990 
30 8 » » 250 oe 443.1 15.890 
31 2 » » 245 = 456.9 30.260 
32 5 » » 255 220 459.9 22.825 
33 8 » » 240 210 461.2 20.140 
34 6 » » 240 220 475 - 21.370 


7 100 


Segue: TABELLA II. 

co Lun- 

5 Data ghezza Lun- A F 

iB di delcorpo| ghezza Peso Peso . 100 

ae) (senza della coda| del corpo | del fegato A 

i cattura coda) 

Zz gr. gr. 

mm. mm. 

35 | 5 aprile 1938 250 — 477.5 24.655 5.16 

BOnIne » » 220 180 483.4 22.100 4.52 
Media . 4.61 

au) 22 » » 130 120 50.16 3.360 6.69 

38 |22 » » 130 120 52.91 2.935 5.54 

39 |22 » » 130 120 60.70 3.280 5-40 
Media . 5.84 

40 |23 » » 55 20 6.30 0.275 4.36 

41 |23 » » 60 21 8.02 0.300 3.74 

42 |23 » » 60 21 8.27 0.365 4.41 
Media . 4.16 

28 
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Biologia. — Azone delle microonde sul ciclo vegetativo di 
alcunt vegetali. Nota di G. Mezzaprott, presentata “? dal Socio 
B. Loneo. 


Le esperienze gid da molti anni iniziate e compiute dal prof. G. Mez- 
zadroli e Collaboratori @ sull’influenza che Je onde corte esercitano sui 
vegetali e sugli animali furono proseguite con ulteriori ricerche impieganti 
microonde di lunghezza inferiore al metro. 

Prove preliminari di laboratorio, fatte in questi ultimi anni con lun- 
ghezze d’onda di 65 cm. sopra sementi di vario tipo, diedero risultati non 
sempre favorevoli; soprattutto per alcune specie di vegetali e per determinate 
modalita d’irradiazione. ‘Tuttavia i cereali e particolarmente il frumento si 
dimostrarono suscettibili di essere favorevolmente influenzati nella loro ger- 
minazione. 

Riportiamo per esemplificazione una serie di risultati ottenuti con lun- 
ghezze d’onda di 65 cm. i quali si possono ritenere come una media di 
numerose esperienze similari. 


TABELLA I. 


FRUMENTO MENTANA. 


Irradiamento con onde di cm. 65 seguito da bagnatura e semina su cotone. 


Control Irrad. Irrad. Irrad. 
Eta in wiv BS 5 minuti 15 minuti 30 minuti 
grom . | Lungh . | Lungt . | Lung! 
Nati BO ONaG ungh. Nati ungh. Nati Lungh. 
CHYS CIs cm. cm. 
I —— — _—_— —_— ee —— — — 
ge —— — a, — — —_—— — —— 
3 20 9 35 40 64 92 50 58 
4 23 10 39 42 69 98 53 60 
5 27 21 43 46 74 120 55 73 
6 31 34 45 48 79 152 60 gI 
b) 35 42 51 55 89 200 62 IIO 


(1) Nella seduta del 18 dicembre 1938. 
(2) Per Pimponente bibliografia si rimanda agli « Atti del I Congresso internazionale 
di elettro-radio—biologia in Venezia 10-15 settembre 1934-XII », Cappelli editore, Bologna. 


E evidente quindi influenza dell’irradiazione sul potere germinativo, 
come ancor meglio dimostra il diagramma comparativo delle lunghezze totali 
dei germogli, ed ancora una volta & dimostrata l’importanza della durata 
Wirradiazione agli effetti dell’optimum di stimolamento. 


Di fronte a risultati tanto probativi restava pertanto molto interessante 
accertare quale avrebbe potuto essere l’effetto delle stesse irradiazioni sull’ul- 
teriore sviluppo dei vegetali trasportati in pieno campo, nonché sulla loro 
produttivita. 

Frattanto nella riunione della Confederazione Fascista degli ‘Agricoltori 
tenutasi in Roma nel marzo 1937 sotto la presidenza del marchese Solari, 
veniva decisa l’esecuzione su larga scala di trattamenti di semi col metodo 
del prof. Riccioni( che impiega correnti intense ad alta frequenza, e con 
quello del prof. Mezzadroli che adotta onde ultra corte (microonde) di poche 
decine di centimetri di lunghezza. 

Furono percio sottoposte ad irradiamento importanti quantita di semi 
di Frumento Mentana, di Granoturco, di Fave e di Fagioli per durate variabili 
dai 5 ai 60 minuti. 

La Compagnia Marconi di Genova gentilmente permise l’uso dei suoi 
apparecchi emittenti per queste esperienze per le quali fu scelto un emet- 
titore di A = 59 cm. con riflettore parabolico; nella zona focale di esso 
venivano poste le sementi da irradiare, semplicemente contenute in barattoli 
di vetro, senz’alcun’altra operazione supplementare. 

I campioni cosi trattati, unitamente a quelli di controllo, furono dati 
in esperimento culturale alla Societ’ Produttori Sementi di Bologna, la 
quale ne curd diligentemente la coltura nei suoi campi sperimentali fino al 
raccolto. 

I risultati che ci sono stati gentilmente comunicati, ricavati da queste 
prime prove in pieno campo sono pienamente incoraggianti e portano ad 
incrementi del raccolto perfino del 10-20 °/,. 

Diamo senz’altro le tabelle riassuntive di queste prime prove. 


(1) Vedi loc. ‘cit., p. 153. Cfr. anche i Rapporti n. 1~7 del Nucleo italiano di 
Hertzbiologia (Firenze, Via della Mattonaia 13). 
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TaBe.ta II. 


I. — Frumento MENTANA. 


Trradiamento con onde di }= 59 cm. — Semina eseguita su 30 m?. 


Durata del : Quantita del Peso di 

Semina Raccolto F 

trattamento raccolto kg. 1000 granl 
Controllo 8 marzo 3, lugho 2.800 24.25 
5 minuti » » 5.300 28.50 
15 » » » 4.300 PNG Pa 
30 » » » 4.400 29 
60 » » » 4.000 26.50 


If; - Faciors. 


Irradiamento con onde di = 59 cm. ~— Semina eseguita su 30 m?. 


Durata del : Quantita del raccolto 
Semina Raccolto 
trattamento kg. 
Controllo 8 marzo 16 lugho 5.900 
5 minuti » » 6.200 
15 » » » 5— 
30 » » » 4.100 
60 » » » 4.800 
III. - Fave. 
Irradiamento con onde di A= 59 cm. — Semina eseguita su 19,60 m?. 
Durata del Quantita P i pi 
: ; Semina Raccolto di raccolto ne ; a dries 
trattamento ke. I00O grani | in 19.6 m2. 
Controllo 8 marzo 16 luglio 1,000 6,76 148 
5 minuti » » 1.700 9,51 178 
30 » » » 1.000 TAL 140 
%1 60 » » » 1.400 Teng 180 


Segue: Tapetra II. 


IV. - Mars. 


Irradiamento con onde di t= 59 cm. — Semina eseguila su 1s5o.m?. 


Durata del : Steh Pannoc-| Tutoli | Mais 
Semina IAC CO] LOM xeeen mae: ‘ 
trattamento N. | kg. | chie N, ke, kg. 
Controllo 8 marzo Dgpsetts 390 | So 487 8.700 4o 
5 minuti » » 456 | 37 5.45 o== 43 
1 » » 418 38 524 9— 43 
301.5) » » 468 | 43 568 10.200 47 
60 » » » 477 54 514 9-900 44 


Da ultimo @ da segnalare un particolare non trascurabile di queste 
esperienze di trattamento con microonde, che da ad esse una speciale impor- 
tanza. Alcune delle sementi da trattare erano infestate da un parassita animale, 
il « Toncus vulgaris », che € un piccolo coleottero di colore nero: orbene, 
dopo una irradiazione di 60 minuti i parassiti venivano completamente uccisi. 


Conclusioni. — Dallesame delle tabelle soprariportate risulta evidente 
linfluenza positiva esercitata dalle microonde (in determinate modalita di 
applicazione) sul potere germinativo, sull’accrescimento e sulla produttivita 
di molti vegetali e in particolare dei cereali. Le prove di laboratorio che 
davano incrementi notevoli al potere germinativo hanno avuto piena con- 
ferma dalle prove eseguite in pieno campo, per le quali si sono avuti incre- 
menti notevoli del raccolto in ragione anche del 10-20°/, unitamente ad 
un miglioramento qualitativo del raccolto stesso. 


Ne ae 


Fisiologia (Fisiologia generale). — Azzone brologica a distanza 
det metalli attraverso il vetro. Nota di V. Rivera, presentata“™ 
dal Socio E. Carano. 


Nelle precedenti ricerche non apparve con evidenza se l’azione biologica 
a distanza dei metalli, di cui fu data una dimostrazione sperimentale per 
primo da chi riferisce, poi da Nadson e Stern e successivamente da tanti 
altri AA. italiani e stranieri ©), si esplicasse anche interponendo, tra il 
metallo e il soggetto biologico in esperimento, una sostanza pil o meno 
spessa e pil. o meno opaca per le diverse radiazioni conosciute: questa incer- 
tezza rappresentava la principale difficolta per lattribuzione ed il riconosci- 
mento della natura dell’agente, che gli effetti biologici era capace di indurre. 

Fin dai primissimi esperimenti) io feci notare che Veffetto biologico 
dei metalli si esplicava pur essendo ricoperta con carta nera da fotografo 
la parete interna degli schermi di piombo, nei quali i semi in germinazione 
erano stati rinchiusi e feci anche rilevare che“) schermi di piombo tappezzati 
di carta dimostravano una influenza biologica minore di quelli non rivestiti 
di carta, ma maggiore dei controlli in legno. 

Fu anche tentato di riconoscere se la interposizione di vetro sottile o 
spesso tra le piantine vegetanti ed il metallo avesse una influenza sopra 
Vazione biologica di questo, ma si concluse cosi: « Dalle prove surriportate 
pud desumersi che una certa differenza di sviluppo pud determinarsi, in 
schermi diversi, anche interponendo, tra la parete dello schermo e la pianta 
vegetante, una o due pareti di vetro sottile di un tubo chiuso con tappo 
di sughero, ma il risultato apparisce incerto di per s¢...». Un anno dopo, 
da Nadson e Stern () venne reso noto che un foglio di carta bianca sottile 
e compatta, posta tra metallo e coltura, diminuisce o annulla Vazione dei 
metalli e questo risultato si ottiene pure interponendo sottili lastre di vetro 
o di quarzo. 

Neppure da queste prove dunque si ha il responso chiaro e preciso, che 
era atteso sia da biologi che da fisici, se cioé codesta azione dei metalli sia 
sicuramente annullata dalla interposizione di vetro, oppure se essa si esplichi 


(1) Nella seduta del 18 dicembre 1938. 

(2) Vedere Radiobiologia vegetale, Roma, Bardi, 1936. 

(3) Ved. «Rendic. R. Accad. Naz. Lincei», 1° sem., fasc. 7, Roma, aprile, 1930, 
p. 719. 

(4) Ved. «Rivista di Biologia» vol. XIII, fasc. I-III, 1931. 

(5) Napson e SrerNn, « Compt-rend. des seances de l’Acad. des Sciences », 18 maggio 
1932, pp. 1597-1600. 
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attraverso questo ed il medesimo rilievo si pud fare sui risultati delle ricerche 
di Lombardi su semi bachi e di Marotta@) su apici radicali, perche, 
sulla tecnica usata da questi e da altri AA., non si pud escludere comple- 
tamente che, tra il metallo ed il soggetto biologico, l’aria pessa agire da 
veicolo di particelle del metallo.. 

D’altra parte tutti i tentativi sperimentali, fatti da chi riferisce, o dalla 
sua scuola, di ottenere una azione biologica dal metallo, mantenendo lastre 
di piombo di diverso spessore fuori della cameretta di sviluppo di funghi 
o di allevamenti di piante superiori, anche aderenti al vetro della coltura, 
non hanno dato risultati chiari e costanti, oppure non hanno fornito dati 
aventi spiccate differenze. | 

Occorreva trovare un altro artificio spenmentale che fosse capace di 
cimentare l’azione biologica del metallo attraverso il vetro, mantenendo il 
metallo fuori della cameretta di allevamento (ovviando con cid anche 
all inconveniente, che costantemente si rileva, della formazione di incrostazioni 
di ossidi e carbonati sulla superficie del metallo, quando esso si trovi 
nell’ambiente stesso, necessariamente umido, in cui si sviluppa il vegetale 
in studio, incrostazioni che attenuano e possono anche annullare lazione 
del metallo sul vivo). 

Ed un altro punto interrogativo di notevole importanza per il fisico ed 
il biologo era rimasto sospeso: fin dalle prime ricerche avremo voluto 
stabilire se una influenza sull’accrescimento di germogli di piante superiori 
fosse esercitata dallo spessore del metallo e conducemmo una sperimentazione 
lunga e meticolosa, potendo in conclusione solo affermare: «Il comportamento 
delle specie vegetali in studio non presenta spiccate differenze nei riguardi 
dei due schermi di pb, rispettivamente di cent. 16 e di mm. I.5, come si 
poteva supporre: piccole differenze si rilevavano pero costantemente nei due 
casi ed hanno uno stesso riferimento alla specie in studio...» ), 

Il paragone del comportamento biologico dei due spessori di pb., cosi 
diversi e lontani, era tuttavia evidentemente da completare, sperimentando 
con una serie adeguata di spessori intermedi tra i due estremi, non essendo 
affatto pacifico che gli effetti biologici debbano verificarsi a scala, paralle- 
lamente agli spessori del metallo. 

Ispirandosi a codesti diversi e vari rilievi, si € percio organizzata una 
nuova serie sperimentale nella quale non pit il metallo costituisse le camere 
di sviluppo del vegetale ed alle lastre ed ai blocchi fosse sostituita limatura di 
metallo, in masse pil o meno importanti, applicate esternamente alla came- 
retta di allevamento delle piante, direttamente sul vetro di copertura di essa. 

Le prove furono cioé organizzate nel seguente modo: 


(1) Lomparni, «Bollett. R. Staz. Gelsicolt. e Bachicolt. di Ascoli Piceno», 1935. 
(2) Marorra, «Rendic. R. Accad. Naz. Lincei», aprile, 1936. 
(3) Ved. «Rivista di Biologia», 1931. 


Vasche di vetro spesso delle dimensioni interne di cm. 7.5 & 5-5 X& 3-5 
venivano adoperate come germinatoi di semi di lenticchia ponendo, sul fondo 
di esse vasche, cotone e, su di esso, carta bibula, convenientemente 
inumidite: quindi la scatola veniva coperta con un vetro molto sottile, dello 
spessore cioe di una piccola frazione di mm. (vetrini coprioggetti da micro- 
scopia delle dimensioni di cm. 9 X 7) e questo vetro veniva con cura sal- 
dato sui bordi della scatola con paraffina, Si otteneva cosi lo sviluppo delle 
piantine in ambiente ermeticamente chiuso, senza possibilita di scambio d’aria 
tra l’interno della cameretta e l’esterno di essa, dove, sul vetrino sottile, 
che copriva la scatola di vetro, era stata accumulata, per spessori differenti, 
ad esempio circa mm. I, mm. 9 e mm. 18, limatura ottenuta da piombo 
del commercio; tra il vetrino ed i semi vi era uno spazio di cent. 2. 

Lo sviluppo delle diverse popolazioni fu notevolmente diverso e cioeé 
massimo sotto mm. 18 di limatura, e decrescente sotto mm. 9, mm. I e 
controllo senza limatura (con differenze tuttavia piccole e talora contradittorie 
in questi due ultimi casi). 

La regolarita dello sviluppo delle piantine si rileva dai valori dell’accre- 
scimento in lunghezza delle radicine e dei fusticini in sviluppo dai semi, 
valori di cui qui riportiamo un esempio: 

Sviluppo delle radicine di lenti ad ore 88 dalla semina (T. 11° a 14°), 
sotto Vinfluenza della limatura di piombo dello spessore di 


Piombo mm. 18 9 I fe) 
mm. 12 8 6 7 
» II 7 5 6 
» S 7 5 5 
) 8 6 4 4 
» 8 6 4 4 
» 8 5 4 3 
» 8 5 4 3 
» i 4 + 3 
» df 5 4 5) 
» 7 3 4 3 ; 
» Gi 2 3 2 
» 6 2 I fe) 
Totali mm. 98 58 48 40 
media » 8,1 4,8 4 3,3 


vt 
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Come é facile rilevare dalla tabella, il piombo in limatura ha influito 
sullo sviluppo delle radicine, pur attraverso il vetro di copertura della scatola, 
non tanto per la sua presenza, quanto per lo spessore dello strato, ottenendosi 
pero valori vicini a quelli del controllo per lo spessore 1, valori che sono 
straordinariamente maggiori invece per lo spessore 18 ed intermedi per lo 
spessore 9. 

Nelle ore successive influenza del metallo attraverso il vetro si é fatta 
parimenti sentire sull’accrescimento, tanto delle radici, che hanno all’incirca 
mantenuto le differenze rilevate per le prime 88 ore di sviluppo, quanto 
dei fusticini, essendosi rilevato lo sviluppo dei fusti fin dalle 110 ore 
successive alla semina in tutle le piantine sotto 18 mm. di pb., in 9 piantine 
sotto mm. 9, in sole due piantine sotto 1 mm. ed in 3 nel controllo. 

Lo sviluppo in mm. delle radici delle diverse popolazioni, a 110 ore 
dalla semina, & espresso dai valori che seguono: 


Piombo mm. 18 9 I fe) 

mm. 22 16 14 15 

» 17 15 II Il 

» 17 14 oI 9 

» 15 12 10 9 

» 15 12 10 8 

» 14 12 10 8 

» 14 II 10 8 

» 13 II ¢ A 

» 13 9 g) 7 

» 12 8 8 Fi 

» 12 9 8 6 

» II 7 Wi + 

Totale mm. 175 135 ey) 99 
medie » 14.5 TB 9.7 8.2 


Lo sviluppo delle radici a 158 ore dalla semina ¢ dato dalla tabella HI. 
Lo sviluppo in mm. dei fusticini delle diverse popolazioni a 110 ed 
a 158 ore dalla semina é¢ espresso dai valori che sono riportati nella 


tabella IV. 
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TAaBELLA III. 


Piombo mm. 18 9 I fo) 

mm. 29 DY} 23 28 

» 27 27 2 Ze 

» 27 26 22 24 

» 25 25 21 23 

» 25 25 21 22 

» Ds 24 21 20 

» 25 ZB 18 21 

» 24 23 18 19 

» 24 23 18 18 

» 21 PH 17 18 

» Bak 21 16 15 

» 20 20 16 14 

Totale mm. 293 285 223 2560 
Media _ _» 24.4 23.8 18.5 PAID 


Queste prove, ripetute per una decina di volte, hanno dato risultati 
equivalenti, tuttavia notandosi un apprezzabile indebolimento dell’azione bio- 
logica del metallo della limatura con il trascorrere del tempo. 

Altre prove, che qui per brevita non si riportano, stabiliscono che, 
diminuendo la distanza tra metallo e semi, agli effetti eccitativi subentrano 
quelli depressivi dell’accrescimento. 

Le prove si sono limitate al primissimo periodo dello sviluppo della 
piantina da seme, sino alla emissione ed all’accrescimento del fusticino per 
circa mm. 7 a 15, non oltre il 6° giorno dalla semina (T. media 12°). 

Si deduce che: 

a) Una eccitazione notevolissima é indotta sopra l’accrescimento (delle 
radici e dei fusticini) dalla presenza di uno spessore opportuno di limatura 
di Pb., posta esternamente al vetrino che ricopre le vegetazioni, da queste 
distante da cm. 2 a 3, e senza possibilita di comunicazione tra l’aria della 
scatola, che chiude queste vegetazioni, e l’atmosfera esterna, nella eee si 
trova la limatura di Pb. 
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TaBetia IV. 
Piombo mm. 18 9 I fe) 

mm. 4 16 2 12 I II I 12 

» 3 16 2 12 fo) sat I 12 

» 3 16 z 12 fo) AGE fe) it 

» 3 15 I 12 fe) 8 fo) 8 

» 2 14 I Il fo) 8 fe) 6 

» 2 14 I Il fe) 6 fe) 6 

» 2 12 I if fe) 6 oO 4 

5 2 12 I 10 fe) 6 fe) 4 

» 2 iD I if) fe) 6 fe) 3 

» I 10 fe) 9 fo) 5 fo) 3 

» I ite) fe) 8 fe) 5 fo) 3 

D I 8 fo) 8 fe) 3 fe) 9 

Totale aime 26" 155 12 SO) I 86 2 ID 

Media» Dee e250) I 10,5 O03 al Oshomo 


Agendo invece ad una distanza minore, da mm, 10 a mm. 0,2 (spes- 
sore del vetrino), il piombo deprime apprezzabilmente lo sviluppo dei 
germogli aerei e radicali della specie vegetale indicata. 

b) L’influenza sul vivo della limatura di Pb. che in opportuno spessore 
sovrasti su questo e si trovi fuori dell’ambiente di sviluppo e da questo 
totalmente separato, apparisce persino pit intensa di quella rilevata quando 
il Pb. costituisca la scatola contenente le vegetazioni (in realta la limatura 
di Pb., trovandosi fuori dell’ambiente umido, sottoposto alla influenza del 
vivo, pil difficilmente si incrosta e si ricopre di ossidi e di carbonati). 

c) L’effetto biologico del Pb. non é dunque dipendente tanto dalla 
presenza di esso in prossimita della scatola di allevamento, esternamente ad 
essa, ma invece pil strettamente legato allo spessore dello strato di limatura 
che sovrasta l’allevamento vegetale, cid a parita di distanza del, metallo 
della coltura. 

d) Il principio nuovo dell’ azione biologica a distanza dei metalli si 
ricollega dunque a fattori fisici dell’ambiente, potendosi oramai escludere i 
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fattori chimici, cui non danno assolutamente diritto di cittadinanza i risultati 
di codesta recentissima sperimentazione. 

¢) Questa tappa notevole, conseguita dalla nostra sperimentazione quasi 
decennale, ci riporta a dar valore e credito tanto maggiore alla ipotesi 
primogenita, che fu fatta da noi quando i fatti secondari della radiazione 
penetrante erano poco o punto conosciuti e dimostrati dai fisici: oggi 
alcune conoscenze, particolarmente quelle dovute al fisico Hess, cui si deve 
la scoperta che optimum di emissione degli «sciami» corrisponde allo 
spessore di mm. 18 di Pb., ci servono ad attribuire, con ipotesi che appa- 
risce di maggiore probabilita, alla primitiva interpretazione i risultati bio- 
logici da noi messi in evidenza. 

f) Resterebbe da stabilire a che cosa si debba la maggiore efficacia 
biologica che sembra dimostrata dalla limatura di Pb. al confronto di lastre 
di Pb. di equivalente spessore, ma su questo argomento dobbiamo richia- 
mare l’attenzione e le ricerche dei fisici. 
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Matematica. -— «Nuove determinazioni 
per glintegrali delle equazioni lineari 
a derivate parziali», ID. 339. 

—«Sulle funzioni univalenti dispari nel 
cerchio unitario». ROSENBLATT A. 144. 

—«Applicazioni del metodo di Minding 
per la deformazione delle rigate », 
SALINI U. 240. 

— «Intorno a un criterio di esistenza per 
un problema di valori ai limiti» 
SCORZA DRAGONI G. 317. 

—- « Estensione d’un teorema trigonome- 
trico del Legendre ». TONOLO A. 244. 

—-« Proprieta differenziale caratteristica 
dei coni proiettanti le varieta che 
rappresentano la totalita delle qua- 
driche di uno spazio lineare », VILLA 
M33: 

— «Ricerche sulle curve quasi—asinto- 
tiche ». Nota I. ID: 246. 

— «Ricerche sulle curve quasi—asinto- 
tiche ». Nota Il. Ip. 253,/302: 

—«Sulle varieta situate sui coni proiet- 


. ie 
tanti la V, che rappresenta la to- 


talita delle quadriche diS;. » . Nota I. 
ID. 365. 

— «Sulle varieta situate sui coni proiet- 
tanti la Vin che rappresenta la to- 
talita delle quadriche di S; ». Nota IT. 
ID. 370, 395. 

— «Sulle estremanti di un integrale in 
forma ordinaria, dipendente da fun- 
zioni a derivate prime equiunifor- 
memente lipschitziane». VIOLA T. 
2545, STs 

— «Curve di massima lunghezza, rappre- 
sentatrici di funzioni y = f(x) a de- 
rivate uniformemente lipschitziane ». 
Lio Seite 

Meccanica. — «Integrali primi delle 
equazioni del moto di un corpuscolo 
elettrizzato in presenza di JV ennepoli 
magnetici cogli assi sovrapposti ». 
AGOSTINELLI C, 88. 

— «Sopra un caso particolare di moto in- 
cipiente, che trova espressiva appli- 
cazione al giroscopio », BISCONCINI G. 
93. 


Meccanica. — « Alla ricerca dei fonda- 
menti sperimentali della teoria del- 
Vequilibrio elasto plastico », COLON- 
NETTI G. 254. 

-—«Sul moto di un corpuscolo elettriz- 
zato in presenza di-un dipolo ma- 
gnetico», GIALANELLA L. 14. 

— «L’azione aerodinamica su una super- 
ficie portante in moto oscillatorio ». 
POSSIO C, 194. 

— «Sollecitazioni elastiche di un sistema 
piano con foro rinforzato». So- 
BRERO' L. 3733 

—- Equilibrio dei solidi e trasformazioni 
affini». TOLOTTI C. 13. 

— «Ricerche sugli archi elastici: Risolu- 
zione coi  metodi dell’ elasticita 
vincolata’’ di uno speciale tipo di 
arco». VOLTERRA E. 22. 

Mineralogia. — « Sopra due “‘ minettes ”’ 
della Val Nambrone (Gruppo del- 


PAdaniello) », FENOGLIO M. 100. 
12 
Paleontologia. —- « Nuovo giacimento 
paleolitico e mesolitico ai Balzi 


Rossi (Baussi Rtssi) di Grimaldi ». 
BLANC A. C. 107. 

— «Qsservazioni sulla struttura del gu- 
scio dei Clipeastri». Nota I. CHEC- 
CHUA RISE OL G22 Ie 

Patologia (Malariologia). -— « Diffe- 
renziazione di razze di “‘ Anophe- 
les maculipennis ’? e sua importanza 
per la soluzione del problema mala- 
rico ». FALLERONI D. 70. 


Personale accademico. — 273, 389. 
Presentazione. di libri.; — 273, 38a. 
Presentazione di Note e Memorie. 
— 273, 389. 
Presentazione di plichi suggellati. 
-— 273, 389. 
R 


Radioattivita. — «Tl radiocobalto im- 
piegato come indicatore per la deter- 
minazione della solubilita del Co 
(QH)3». Nota I. CaccraPuoTi B. N. 
e FERLA F, 385. 


i Pesan! Hastie 1 ea ata aan ey hea 
hs a ae les i — « Adattam uni Echi- . 
eh eet nodermi nel Canale di Suez». Russo. 

A. 348, 391. 


Lee 4 BN oat ¥, i ' 
hie Zoologia. —- « Tentativo di ricostruzione 
a del ciclo generale dei Plasmodi nel- 
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